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Ex 1. Soit E = {1, 2, 3, 4, 5} et F = {a, b, c, d, e}. On considère la fonction suivante:

f : E → F
1 7→ a
2 7→ b
3 7→ b
4 7→ d
5 7→ b

a) Déterminer les ensembles f({1, 4, 5}) et f(E).

b) Déterminer les images réciproques des ensembles {b} et {a, c}.
c) La fonction f , est-elle injective ? Justifiez votre réponse.

d) La fonction f , est-elle surjective ? Justifiez votre réponse.

e) Est-il possible de définir une fonction injective entre E et F . Si oui, définissez-la, sinon expliquez
pourquoi.

f) Est-il possible de définir une fonction surjective entre E et F . Si oui, définissez-la, sinon
expliquez pourquoi.

g) Trouver un sous-ensemble non vide G ⊆ E tel que la restriction f |G est injective et déterminer
la fonction réciproque de f |G : G→ f(G).

Solution

a) f({1, 4, 5}) = {a, b, d} et f(E) = {a, b, d}.
b) f−1{b} = {2, 3, 5} et f−1{a, c} = {1}.
c) Non, parce que f(2) = f(3) = b.

d) Non, parce que f(E) = {a, b, d} 6= F .

e) Oui, par exemple la fonction suivante est une fonction injective de E dans F :

g : E → F
1 7→ a
2 7→ b
3 7→ c
4 7→ d
5 7→ e

f) Oui, la fonction g définie au point (d) est aussi surjective.

g) Soit G = {1, 2}. Alors on a:

f |G : G = {1, 2} → f(G) = {a, b}
1 7→ a
2 7→ b

Donc f |G : {1, 2} → {a, b} est bijective et sa fonction réciproque est la fonction

(f |G)−1 : {a, b} → {1, 2}
a 7→ 1
b 7→ 2
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Ex 2. On considère la fonction suivante :

f : Z× Z → Z
(x, y) 7→ x + 2y.

a) La fonction f est-elle injective ? Si oui démontrez-le, sinon expliquez pourquoi.

b) La fonction f est-elle surjective ? Si oui démontrez-le, sinon expliquez pourquoi.

Solution

a) La fonction f n’est pas injective. En effet, on a f ((4, 0)) = f ((0, 2)) = 4.

b) La fonction f est surjective. En effet, soit n ∈ Z. Alors on a n = f ((n, 0)). Donc
f (Z× Z) = Z.
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Ex 3. On considère la fonction suivante :

g : R \ {2} → R
x 7→ 1

x−2 + 1

a) La fonction g est-elle injective ? Si oui démontrez-le, sinon expliquez pourquoi.

b) La fonction g est-elle surjective ? Si oui démontrez-le, sinon expliquez pourquoi.

Solution

a) La fonction g est injective. Soient x, y ∈ R \ {2} tels que g(x) = g(y). Alors on a:

1

x− 2
+ 1 =

1

y − 2
+ 1⇒ 1

x− 2
=

1

y − 2

multiplie par (x−2)(y−2)⇒ x− 2 = y − 2⇒ x = y.

b) La fonction g n’est pas surjective, puisque pour tout x ∈ R \ {2} on a g(x) 6= 1
(et donc 1 /∈ g(R \ {2}). En effet s’il existait x ∈ R \ {2} tel que g(x) = 1 alors on
aurait:

1

x− 2
+ 1 = 1⇒ 1

x− 2
= 0⇒ 1 = 0,

ce qui est absurde.
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Ex 4. Soit f : E → F une fonction et soient A,B ⊆ F deux ensembles. Montrer (par double inclusion)
que

a) f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B).

b) f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B).

Solution

a) Montrons que f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B) par double inclusion:

⊆) Soit x ∈ f−1(A∪B). Alors f(x) ∈ A∪B, c’est-à-dire f(x) ∈ A ou f(x) ∈ B.
Donc x ∈ f−1(A) ou x ∈ f−1(B), ce qui implique x ∈ f−1(A) ∪ f−1(B).

⊇) Soit x ∈ f−1(A)∪f−1(B). Alors x ∈ f−1(A) ou x ∈ f−1(B), ce qui implique
f(x) ∈ A ou f(x) ∈ B. Donc f(x) ∈ A ∪B, c’est-à-dire x ∈ f−1(A ∪B).

b) ⊆) Soit x ∈ f−1(A∩B). Alors f(x) ∈ A∩B, c’est-à-dire f(x) ∈ A et f(x) ∈ B.
Donc x ∈ f−1(A) et x ∈ f−1(B), ce qui implique x ∈ f−1(A) ∩ f−1(B).

⊇) Soit x ∈ f−1(A)∩ f−1(B). Alors x ∈ f−1(A) et x ∈ f−1(B), ce qui implique
f(x) ∈ A et f(x) ∈ B. Donc f(x) ∈ A ∩B, c’est-à-dire x ∈ f−1(A ∩B).


