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STRUCTURES ALGEBRIQUES : Groupes

Def : Un groupe est un Couple (G, a) où G
-

est un ensemble et * ↓ un opérationes

binaire interne :

* : 6x6- G

(a ,b) ab

telle que :

④ a
,
b
,
co

, (a+b) Ac = as(b4) :
lassociatività

② 7 etG telq
Célément neutrove ,

Fae6
,
adezesata

③ Vae G
, Abete que abbae(inverse pour

Un groupe est abélien or commutatif si
en plus, aAb =bAa

&
Va

,
beG

.

On parle de additif si A=+
groups

Groupeet de multiplicatif Si A= -

Lemme : Soit (6, 1) in groupe .

Alors :

1) l'élément neutre est unique .
2) FaeG il existe un unique inverse deI

a
,
noté a 1

3) Va,beG, (at" = a et (1b)" =b"At

Dur

1) Soient en
,
e-76 deux éléments tels que



Cisa = a Sei = a
,
pour i= 1,2 .

Alors 21 22 = 22 et GA22 = en
↑ ↑

en élément er eliment

neutre weutre

Donc en = 22
.

2) Soient br , ba -C tels que :

abi = bia = 1s
,
i=1

,
2

où 16 est l'élément neutre
.

Alors on a :

br = be + 10 = bra(aAbz) =(bAa)Abc = 16Abz=be

bonc be = b2

3) asa" = 10 = a= (a))
- 1

(asb)1 (b"Aa=1) = &A)bAba" = GA1Aa =

= ada" = 16

↓
(ax)

- 1
= b+Aab

Exemples

1) (x ,+) , (Q ,
+)

,
(1B
,
+)

,
(e+)

, (i' +)
sont des groupes abéliens .

2) (Non-exemple) ( .)
,
(Q,1 , (M:1 , (4, ,(

-

ne sont pas des groupes , car o n'a pas d'inverse.

3) ( 1603, ) , (1R103,) , (Idoh,) sont des groupes
abéliens



4) (Non-exemple) (1403,) n'est pas un groupe cara na
pas L'inverse

5) Soit (*)
* l'ensemble des entiers inversibles

dans . On Or

(x) = G - 1
.
14

Alors
de much e) est un groupe

abélien, dont latalse
- :

· -11

I

6) Similairement on a que (7)" , a) est un groupe
abélien

.

En effet
,
si a,be , alors b

↓g .
a = 1 et bb = 1

.

Dona (ab) (ba) = 1 = abe
La multiplication est associative et commutative,
cur elle est associative et commutative dans

Ti et (4)**
L'élément neutre est1
Et Fae(il existe un inverse faussi inversible

par definition

7) Soit k un corps et Mn(k) l'ensemble des matrices
uxn a coefficients dans K .

Alors (Ma(k) ,1) est
un groupe

abélien
.

8) Soit GLu(k) = GAEMu(k) : A est inversible3.
Alors (6Lu(k) , ·) est un groupe (non- commutatif.
pour n>1)



9) C= [fi-R : f est bijectivel
0 : GxG- 6

(19)I fog
(6,%) est un groupe (pas abélien
2 élément neutre est ide : arax .

Il est non abélien
,
cor par exemple pour

f(x) = 2x+1 et g() =2x on a

fog() = Gx+1 et gof() = Gx+ 2
et fog() + gof(x) XxEIR.

A partir de maintament on utilise la notation
multiplicative :

Io : eliment neutre

M

g - g
... g /

V ne>
-

n fois

: 16

gu :(.... (0) ,
f neTho

n fis

Règles de calculs (facilment démontrable)
· giugn = quin , ym ,

ne Y

· (r)" = gmn Vm ,n-
-n

· (gn) =

g ,
Xn X

Attention : En général (Si G n'est pas abélien)(9h)
"

gli
On a : (h)" = gh . gh ..... gh

--

Efors



Def : L'ordie d'un groupe (6..) , noté 16
est le nombre d'éléments de G

M

C'est
soit un entier strictement positif

,
soit 0

.

ungroupe d'ordre fini est appelé un groupe

Théorème de Lagrange (version 1)
Soit (6..) un groupe abélien fini d'ordre n.

Alors FgeG , g = 10.

Den

Soit ge G et au considère l'application

Yg : -6hngh -

A ective
.

On montre que
cette application es bij

SPuisque Gest fini,
-

por celo il uffit de montrer
ective

.que Eg est in
Soient he

,
ha EG tels

que :

Yg(h) = 4g(h) => ghn = ghgghn Gighn
=> hi =ha

Donc Yg est bijective. En particulier Ug est

surjective, donc: 20
Donc on a :

h=h=
↑ L -

en unelipliant Gabélien a
AEG

per l'inverse de a↓
=> 10 = g() = g



Remarque : Le théorème de Lagrange est vrai aussi
por un groupe fini non-abélien,mais on ne la démontrera pas

On a deux corollaires do théorème deLagrange
que

nous avous déjà rencontro en TD en TP .

Claire s (Petit theorème de Fermat)
Soit p un nombre premier et soit at -q. pfa .

Alors

ap = 1 (modp)

Dem

#X. ) est un groupe
abélien fini avec ce(p=p-1

éléments
.

Alors
,
d'après le théorève de Lagrange,

ap - 1 = 1
, vat(

Cla equivant a
ap- = 1 (modp) , v at<, poad(a,p= e

#
V

Pfa.

Corollaire 2 (Théorème d'Euler)
Soit n21 et att. q . pgad(a,u) = 1 .

Alors

ak( = 1 (mod n)

Dèles
-

Totalement analogue à la précidente, en considerant

l
groupe (,) .



Def ' Seit (6..) un
-

Un sous-ensembleiques est un sous-groupe
de G

Si (H ..) est un groupe -

SiH est un sous-groupe de G on ecrit
H = G .

Remarque : Si HEG alors l'aliment mentre de H
S

est nécessairement 16
De même

,
l'inverse d'un élément de H

das H est son inverse dans G
.

Exemples :

1) Soit (6..) un groupe .

Alors Glob et G sont ours deux sougroupestougde G /Sous-groupes trivieux)

2)(k, +)
↓ nekso

,
le sous-ensemble

n : = Gnk,Kex] (ls moltiples de n)
est un sous-groupe

de :

1) + : nkxni - T est une lois binaire interme
19,b)n atb

lo n est fermé par rappor +
aben = 5 kake +

.q. a=Uk1
,
banke

=> atb = nk+ ukz = n(kn+k) e nX
.

2) L'associatività est induite de l'associatività
dans 7 .

3) 0 = 0 .ntnX

4) SoitAnkank,
KEA e


