
Aljebre et Arithmétique Effectives - 21/10/
Système de

congruen as linéaire

Considérons le système de conqriences suivantes

(*) 9 n
= e (mod 7) ⑨

x = 3 (mod 5) ②

Une première methode pour résoudre ce système
est la suivante :

x= 2 (modz) > JKEX tel
que

= 7k+2 .

Pour determiner lasiade conquence de K
,

on

utilise @ :

x = 3 (mod5) 7k+ 2 = 3 (mod5)()
=> 2k = 1 (mod 5) ES K = 3 (mod 5) t
= - hex +. qk = 5h+3

.

Donc s est solution du
seulement si 7 he +.p

.

Système (*) si et

x = 7(5h+3)+2 = 35h+ 23
.

Le systeme (*) a donc une unique solution modulo
35

.

Dans ce cours on va wir ve cela est un exemple9d'un résultat plus général : le théorènue des restes
chinois.

THEOREME DES RESTES CHINOIS

Sient mi, un desentiers premiers entre eux

deux
&
c'est à dire pgad (ui ,nj) = 1

,
Vi=j -

Soient an
,

---

,
avEX

.

On considère le système de congruence linéaires



Z = an (mod no)
(**I E z = az (mod (2)

!
z = an (mod Mul

Alors l'ensemble des solutions domS X de (*)
est non vide et c'est un classe d'équivalence
modulo N = 11---nk .

Deus
2 existence d'au mains un solution est donnie
par l'algorithme suitant

, qui renvoie
le representant

canonique de la classe di Equivalence Modelo N .

Algorithme : Resteschinos ((an ,
---

, au) , (Mn ,
--

-Mul)
#res : deux K-uplets d'entiers (an , --

, an)
det (M ,

--

, hk) tels que pgc (i shj)= 1 , Vizj.

stie : Un entier z
,
Oz7N

,
où N= ni

tel que z = ai (modni) V i= 1
,
--

,
k

.

1.N Ni

2. f =1
, ---K : Ni= (division exacte)

2. Vi= 1
, --

.,
K : Vis InverseMod (Ni , ni)

↳ U : est l'inverse de Ni mod ni

et cela existe
,

car pged (ni,Nil=1.

4
. Renvoyer *ai . Vi . Ni mod N

.

i= 1

Montrons d'abord ore l'aloorithme est correcte.I ↓Por cela on montrera que :

K

① l'entier zo = Z QiWiNi est une solution du systeme (**)
i = 1

-

z = 3 mod 5

D'après l thiorime il existe une unique
olution Modulo N = 5 . 7 . 11 = 385 .S



② tout entier dans la classe de congruence
modulo N

de zo est une solution du systeme (**)

On montrera ensuite e la classe de zo est
Stenue (**)l'unique solution du sy

-

① Soit zoaiViNi
.

i=1

Par construction Vi . Ni = 1 Mod ni) ,
Vi=1

,
-

,
K

.

De plus , ji ,
n: /Nj

-"Il ne
2+ j

Donc Vi = 1
, --

,
k on a :

K

Z I

-

Z a .

Uj ,
> Z

&

I
= A S Nj I j =1

,- jjNj)+ QiViNi =
j

= O + Qi · 1 (mod Mil= Ai odnif
↑
ji Ni =~(d mi)
Ui/Nj

Donc zo est une solution de (4) .

& soit z'un entier dans la classe de zo .
Alors ana:

= = zo(modN) () J ke t
. q.

z= Est NK=

= Zot Ninik = Fi = 1,
--

,
k

,
2) = ztNinik =

&

N =
· ni = Nicki = Z+o (mod nij = Ai (modni) .

Comme Evo vé plus en haut
,
il reste a montrer que

Si ze est une solution de (**)
,
alors z= zo(modn

Si z'est une solution de (**)
,

alors F i=1, ... k on a

z = ai (mod vi) = zo (mod Mil =) Fr= 1
, ..,

k ni(z-za)
=

dopd(ni,vil = 1 ,
i) ((z -20) = N(z z)=z= 2 GodN



Exemple 1

z = G mod 7

z = 5 mod If&
z = 3 mod 5

On a poed (7, 11) = pacd (7,5)= poed (11,5)=1 .

D'après le thiorine il existe Une unique
solution Modulo N = 5 . 7 . 11 = 385 .

Ne = N /z = 55

N2 = N/n = 35

No
= N/5 = 77

Maintenant on doit résoudre :

We . 55 = 1 (uod 7) Et Un . 6 = 1 (mod7) Un= 6
Uz . 55 = 1 (mod 11)E) U2 :2 =n (mod un) >Ve=S

U3 . 77 = 1 (mod 5)> Us . 2 = 1 (mod5)U5=3

Ou calcule :

6. 6 . 55 + 5 . 6 . 35 + 3 . 3 . 77 = 3063 mod 385

-(mod385)

Exemple 2

3x =l (modal

S 2x =5(mod =)

6x = 3 (mod 9)



Il faut d'abord mettre, si possible, le système sous la forme (**).
Dans notre cas

,
cela donne :

3 .3x =3.1 (moda) x = 3(moda)

S 4 . 2x = 4 .5/mod =) > S x = 6(mod7)

G (mod 2x = 1(mod3)

x = 3 (moda)

[ S x = 6(modz)
x = 2(modz)

(x) et aMontenutaSystemest
de b forseenois.

e)N = 4 .7 . 3 = 84

2) Nn= 21
,
N2= 12

,N2

3) 21 Un = 1 (mod a) C Un =1 (mod a)
1202 = 1 (mod 7) ( 5Ur = 1(modf) Uz=3 (modz)
28U3 = 1 (mod 3) Es Up = 1 (mod3)

6) zo = 3 . 1 . 21 + 6 . 3 .12+ 2 .1. 28 = 637 216+ 56 = 335 =

=

> 1 Mod 8483 mod 84

Donc l'unique solution du système modulo 8 est 83.

Gla avreit etre trouvée rapidament, en remarquant
que la system est équivalent au svitant.

x = - 1 (modG)

I x =
- 1(mod7)

x = - 1(mod3) .


