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Rappel du cours précédent

Ref : Un element at /T est inversibe

sit existe be+. g
ab =+lab= 1 (modn))

Exemple : 3 est inversible mod 7 car b. 5 = 15 = 1 (mod7)
et son inverse est donc 5.

Proposition : Un eliment a t
x

est inversible

si et seulement si pgcd(a,n) = 1.

Deu

=> Si a E x est inversibe = 7 be 74
with

tel
gie ab

= 1 modn = /(ab -1)
=>Zke t

. q.
abol = nk =

=> ab-nk = 1 =) pgcd(au) /1 =>
↑
&

& 62X
.

·
1 TD1

=> pacd(a,n) = 1 .

#) Sipged(n) = 1 => 7 VET tels que

autnv = 1 => aven = n(-) =>
=> Qu = 1 (modn)
Donc a est inversible et u est l'inverse
de Q

La démonstration naus sugger un algorithuse
d'inversion modulaire

.



Aborithme : InverseMod (a ,n)
Entries : Deux entiers a

,
n + o

Sortie : Un entier b
I
osban

,
tel que

ab = 1 modu
sit existe

,
une errour sinon.

1. (d , v,v) EuclideEtendu (a,h)

2
.
Si d*1

. Renvoyer un erreur

· a l'est pas inversible modelon

3. Renvoyer u mod n.

Exemple : 1) Calculer l'inverse de 20 modulo 63.

63 = 3 . 20 +3

20 = 6 . 3 + 22

3 = 1 . 2 + 1@

2 = 2 - 1

E pgcd (20,63) =1 => 20 est inversible
Modulo 63

.

① ②
1 = 3 - 1 .2 = 3 - (20 - 6-3) =
=- 20+ 7 . 3 = - 20+7(63 - 3. 20 =

③
=> - 22 - 20 + 7 . 63
m u

U V

=> 1 = -22 . 20+ 7 . 63 /identità de Bézout)
=> - 22 = 41 nuod 63 est l'inverse de

20 modulo 63.

2) Calculer l'inverse de 3 mod 7.
C'est plus rapide de proceder par
"force brute"

3.5 = 15 = 1 mod 7 = 5 est l'inverse
de 3 mod 7.



Notation : L'ensemble des éléments inversibles
de /7, est note (T"

Exemple : ()" = (1 ,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 25, 29,31, 35%.
Pour compter les éléments de" on introduct la fonction
indicatrice d'Euler

.

Def : La fonction indicatrice d'Euler est la fonction
4 : IN103--> IN1603 définie par :

y (n) = = (Gae X : 12azn et pacd(a,n)=1})
-

(cardinalità
Exemples

1) <H = + , 4(2) = + ,
4 (3) = 2

,
4()=2 , 4(5)=4 .

2) Si p est un nombre premier , alors f12a= p-1
on a pgcd(a,p) = 1 = y(p)= p -1 .

Donc on a :

#" = fat : 11 azu
,
tel que pgcd(a,n)= 13 = 4(n)

↑
proposition
précidente

En particulier :

1)Y = 4(0) = p- 1,
C'est-a-dire

,
tout élément non nol est inversible

modulo p. On a donc la proposition suivante :

Proposition : Soit p un nombre premier . Alors tows
les éléments non nols de sont

inversibles
,
et donc est un corps (commutatif



Résoudre des congruences linceires

Soit ne so et soient abe .

Ou veut determiner l'ensemble des entiers z

qui satisfont la congruence
az = b (mod n)

Exemple : Determiner tous les entiers z

tels que
3z+ 4 = 6(mod7)

↑
V

37 + 4 = 4 = 6 - 4 (mod 7)
#

37 = 2 (mod7)
a * ↑

# poped (3 ,7) = 1
=> 3 est inversibl mod 7
et l'inverse est 5

5. 37 = 5 - 2 (mod7)
#

z = 3(mdz)

L'ensemble des solutions dans
est

5 = (7k + 3 = k = x4 .

Attentions : Une congruence
linéeire na pas toujours

de solutions.



Exemple : 22 = 3 mod a

On vit
que

↓ ze
T
= 40,1, 2,34 ,L

z n'est pas solution .
Donc la

n'admet pas de solutions
dance grience

Théorème T Soient ne X
,
uso

.
Soit di= pged(au)a

,
Alors ↓ be la congruence

az = b (mod n)
aune solution zeX si et selement si
d/b .

Dens
-

Soit be
.

La
congruence azeb(modn) admet une solution
ztJz , k EX tels

que
az-b = nk

=> 7 z
,
ke tels que az-uk=b)

-

# pgad(a,n) /b # &b.
↓
popd(a ,n)lb => b = 1d

,
2 + k

autbred = auth . Iv = 1d =b
.

L

Z K

Proposition (voir démonstration plus en bas)
1) Si pged(a,

n) = 1
,
alors :

az = az (modn) (t ZFz (modul .

2) si d = pgcd(a,n) ,
alors :

az e az (modu) 5 zez(mode



Remarque : Soient a
,
n
,
b tels que d = d(a

,
n)/b.pgc

Alors : az = b (modn) azE(mod
Il I

d. di

Exemple : 1) 27 = 6 (mod)
↑ ↑ ↑
Q b U

bi on a poad (2,8)= 2 16 , donc,
d'après le théorème

,
la congruence a des

solutions
-

Zz = 2 . 3 (moda)-

I proposition &
z = 3(mod4)
L'ensemble des solutions est S=Lakt3 : KET4 .

2) 6z = 3 (mod 15)
bi on a pocd (6,15)= 3 13

,
donc,

d'après a theorime
,
la congruence a des

solutions
-

6z = 3 (rod 15)
535
#

2z = 1(mod5)
Ou multiplic par# ↓ l'inverse de 2 mod 5

3. 27= 3 . 1 /mod 5)
#

z = 3(mod5)

L'ensemble des solutions est 5= [5k +3 : KETh .



Déus (de la proposition)
① c'est trivial, car si pgcd(au) = 1 ,

alos
a est inversible et il soffit multiplier les
deux côtés par Q

-1
.

exo 3 duTD

② soit d= pgc(a) (,) = 1
Donc on a :

amazon-
on divise

-

per & uomo

Corollaire : Soient a
,
beX

,
ne >o et d = popd(an).

L'ensemble des solutions de l'équation
az = b (mod u)

est :

· vide
,
si d + b.

. un classe d'equivalence modulo
sid/b .


