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cours 5

Rappels de la dernières fis

Ref : Soit ne .

Soient abe

Ou dit
que a

est congruent à b modelonet on ecrit :
-

a = b (mod n)(00a =n b)
sin/a-b (t) /b -a .)

En TD on a montré que ceci est une relation d'équivalence
V a E X

,
on note

[a]n : = <be : b = a mod n2
la classe d'équivalence de a

Notation: On note

F
el ensemble des classes d' Equivalence ,
i
. e . l'ensemble quotrent , por rapporta la relation de

congruence
modulo Y

-

Theorime : Soit ne >0 ·
Alors /x est

l'ensemble des n classes distinctes
d'équivalence .

COJn
,
(1In

,
--- .

[no1]n

Aiusi toute vivalence
-

classe d'éa
pos

I de un représentent compris entreSe

& et n- 1 -



Per a.
Alors

,
en effectiant la division euclidieur

de n par a &
on obtient :

7 a ,
re X

,
oran tels que

a = gh+ r
=> ar = qu = /a-r = a= rmdn .

=> laIn = CrIn ,
ocrsu

.

↳
Remarque : Soit A un ensemble et~une relation

d'équivalence sur A .

Alors amb) [aJn= [bJr

=> Trivial
=> supposons que amb .

Ou montre que [0][b]-
In => cra cmb => ce[b]rSoit ce [a

L'autre inclusion se montre de la même manière

On montre maintenant que si 0xasben-1

alors [0] = [bJn .

Si
, por

l'absurde
,
[aJn = (bjn =

=> n/ba ,
<ba <n- 1 et cela

est impossible (car sin/b-a et baso, alors bazn .)
Remarque : La démo du théorème nous dit aussi

que Fat < , (aJn = CrIn ,
· M

est le reste de la division de a
par N

Donc

Y = Glon ,
[In

,
---

, [n-1]nn
On définit deux opérations binaire sur



ADDITION : : Ti-> T
) (0In , [b]u)1 [a]n + [b]n :=

[a+bJu

MULTIPLICATION : · i
-- il

(193n , [b]n)1 [0iSn· [b] n :=

=(ab]n

Quand on travaille avec des classes d'equivalence
il faut montrer que les opérations sontbien définies .

Dans notre cas cela signific que :

5 at 19Jn
,
b- (bJu

,
alors [atb]F (a+b]n

et Cabin = [abjn .

Cela est conséquence du résultat suivant :

#position : Soient a,b, ab' < X , no /so ·

Si a= a'mod n et b = b'mod n
alors :

1) atb = ath' mod n .

2) ab = ab mod n .

Denes
-

1) a = al(way) => 7kktq . a-a = km

b = b (mod n) => 7kz -x +
-q. b -b = kz

Donc
,
en Sommant on obtient :

a-a +b -b = n(k+kz)



↓

(a+b) = (a+b) = u(kn+kz)
H
atb = atb' (mod n).

2) Por exercise

Propriétés de l'addition

1) commutatività : F [aJu
,
(bJue /x 1

[a]n + [b]n = [b]n+ [9]n .

(conséquence du fait que
t est commutative dans K)

2) associatività : - Cogn
,
[b]n

,
/E /Th

((a3n + [b]n) + [2]n = [a3n+ ([b]n+(n)

3) 7 élément nutre [0]n tel que
* line

x /
[a3n + [0]n = [0]n+ 193n =Coin ·

a) - (a]n -/x1 7 un élément opposé
Fan tel que :

[a3n + fon = [aJn + 19]n = [0]n .

Donc (T/ + ) est on groupe abelien (ou
commutatif) .

Propriétés de la multiplication
1) commentatività
2) associatività



3) 7 élément neutre [1]v

En plus: est distributive surt :

↓ Con
,
[bJu

,
KIne /I

(aIn ([b3n + []) = [a]n[b3n + [aJn[cJu
(10)n+ [b3n) [cn = Ca3n[cu + [bInk]

Donc (T/ +..) est in annea commutatif
et unitaire

.

Question :
Fueso
,
est-ce

que
X est un corps ?
L

Rappel : Un annear uniteire A est un
corps > Kommutatifa be A tqa

Exemples : n=b = = ( [03 , (es , [23]
1. 1 = 1 mod 3 => [1] est l'inverse de [13
2.2 = 1 Mod 3 = [2]z est l'inverse de [2]

Donc est un corps

n=4 = = = G[0]a , (2 , [23a , 23344GT

2.1 = 2 moda
2.2 = 0 Moda 3 =>[2] na pas
2 . 3 = 2 Mod 4 d'inverse

Donc n'est pas un corps.
GX

Notation I Lorsque le contexte est clair on notera
19Jn simplement Q Labus Ide notation) .



Déf : Un element at
x
est inversible

-

sit existe be Ex +-p. ab = 1 .
#
ab = 1 mod n

#ph : 3 est inversible mod a
,
car 3.3 1moda.

Remarque : On peut facilement montrer que si a
est inversible alors son inverse est

-1

unique et an te note Q S


