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Nombres premiers

Rappel : V ne
,
In et ulu

D : Un entier p=2 et dit premier si ses seuls diviseurs
positifs sont 1 et p.
Un entier n22 qui n'est pas premier est dit composé

Attention : o et 1 ne sont pas de nombres premiers,
ni des nombres composés.

Remerque : Si n22 n'est pas un nombre premier, alors
il existe atX

,
1 san tel

que aln .

EnTransmontre la propositions sinte se
redémotions

ci-dessaus.

Proposition 1 (Lemme de Gauss)
Soient ab, c - T2 tels que alba et poed (a,b)=1 .
Alors ak

Dem
-

Prisque pgcd(a ,b) = 1 , alors 7 aveX tels
que

autbu = f

↓
c . (au +bu) = c . 1

Il albe
acu + bar ↓

On remarque que a /acu et albar =>
=> alacurbar =c = al

Proposition 2 : Soit p un
nombre premier et soient

a
,
be]L
Si plab => pla or plb .



Des

· Si pla alors l'énoncé est vrei .

& Sipfa ,

alors
diviseurs de p sontPd(Pal= (cor le sesso

Donc plab et poed(p ,a) = 1
Zemme de Goss plb.

Théorème fondamental de l'arithmétique
Soit ne X

,
n to .

Alors n peut s'écrire sous la forme
n = ----p=

Pr sont des nombres premiers distincts etoù P1/--Yout des entiers strictement positifs .en
,
---

, er
S

De plus, cette écriture est unique ,
à l'ordre des

-Sfacteurs pre

Demonstration do theorème

Sans parte de généralité on peut supposer >o

(si Mo , alors n= = ())
70

· Existence de la factorisation
On procede por recurrence forte.

-Si n = 1
, l'énoncé esturapuisunproduteseest égal à 1,

premiers (k= 0) .

chagSoit n21
.
On suppose que duit deleentier Mespeut s'écrive comme pro



Si n est premier , alors l'énoncé est vrei.

Si n n'est pas premier , alors n est composé,
- Tdonc F ab C L

S
1 sab <n tels que

n = ab

Par hypothise de recurrence
I
a et b s'écrivent

comme produit de prissances de nombres premiers,
donc cela vant aussi pour 1.

· Unicità de la factorisation
On veut montrer que si

n = P -... Ps = q --- 9t
L

ou Pi / 9 j
sont des nombres premiers pas forcement

distincts alors s=t et (P11---Ps) est une

permutation de (an1-- , 97) .

On procede par recurrence sur s.

Si S = 0 =) n = 1 => t = 0 et l'énoncé est vai

Supposons que
l'énoncé est vai pour sol.

On montre qu'il est vrai pour s aussi.
On sait que

n = P - -- Ps = q --- 9 (x)
On remarque que Pr/P--- Ps et Pr---Ps=19

=> P/1 --- =- 7 1ejt te gre
↑

Proposition
précidente

Pla Pr= 9) .

Pr
,9j hombres

premiers

Donc
,
en divisant (*) a garch par p et a



droile par gj , on obtient :

P2 --- Ps = an--- 9jen 9jtn"-- It-

S1 termes

Por hypothise de recurrence Sol = -1 et

(P2 , -- , Ps) est une permutation de (ans--> PjoniH-9)

Donc s =t et (in---, Ps) est un permutation de

(in 1
---

/ 97) .

Entiers modulo n

Dans les applications en cryphographie of theorie
W ondes des travaille Souvent avec des sous-ensembles

finis de 7

Repels : Relations d'équivalence

Ref : Soit A un ensemble .

Un relation binaire ~R sur A est un
Sous- ensemble B de AxA .

Si (a,b) E R ,
on note a urb

Une relation binaire ~ sur A est un
relation d'equivalence Si :

1) ~ est reflexive : ana
,
FaEA

2) ~ est symétrique : FabeA ,
si arb

alors bra

3) ~ est transitive : Fa
,
b
,
cEA

,
si amb

et buc
,
alors anc

Empt : A = Sétidients en 13M1h
↑ ayEA , any a et y sont

daus le même

groupe de TD .



Def "
Soit ~ une relation &I équivalence sur un ensemble A.

F xEA la classe d de 2
I

modulo~ est el sous' Equivalence de A
- = (x] = (yA : xvyzA

Chaque élément de [2] est appole un

representant de [2].
L'ensemble ensemble de sous-ensemble de A
-

A/ = G(x) = x A34A
des classes d'équivalence de A modulo ~
est dit ensemble quatient de A per ~

Exemple : A = Sétidients en 13M1}
↑ ayEA , any a et y sont

daus le même

groupe de TD .

[Em.Tn = GEm ., Eug , Alp ., -.. 3 = [0]-
[Cel .] = GCd ., Cle ., ... 3 = [Cle.J~
A/n = G[Em .Ja

,
[Cel]m3 = /Groupe 1 , group 2?

Remarque : Si n est une relation d'equivalence sur-

un ensemble non vide A alors
&

AIn = LAihies est une partition de A
,
c'est-

& dive :

1) Ai 0 ,
fie I

2) Ai = A

3) ij , Aid Aj = 0 .

S A(3)[2]& Ai = [xi]



En TD vous allez
est une relation d'montrerque la relation scase
Soit ne >. Soient a

,
beX

amb ) / aob

Def : Soit ne X, no. Soient abe

On dit ara est congruent abandse

a = b (modn)
sinja-b.
2 nombre n est appelé le modulo de
la congruence.

Exemple-

1) n = 1 .
On notene la relation de

congruence
modulo1

.

Qvb a = b (mod1)( 1((a-b) .

[0]m = Gae : a = 0 mod 14 =
= (acx : 1)ah

Vac
, na

/
=

= G103-.% = G12025320]
2) n = 2. On note ve la relation de congruence

modelo 2.

aub Q = b mod 2 ) 2 /a-b

S[0] = a : a = 0 mod 24 =

= Gae : 2/ah = Sentiers pairs4



[1] uz = Ga : a = 1 model =
= batk : 2 (a+ 14 =
= GaEX : 7 KEXtga- 1 = 2k}
= Gat : 7 keX +g. a=2k+13
=Sentiers impairs?

7/nz = G90]ma , [13n23 = Espairsh , dimpairs33


