
-

Aljebre et Arithmétique Effectives 02/12/25
Gus 12

Reppels de la dernière fis
Soit PEK[2] .

I = (P) = =(PA = Ack(a]]
Annea quatient al = ([B] : BEKA]] ,

où

[B] = (B+ PA = A = k(x]]
Ou a montré qu'il existe une bijection:

K[2] deg()-
(x]
(P)

R [R]

Exemple

Q(x]

P(x) = x3 = 1 = Q(x]

Q(] = [[R] : RED(x] of deg() < 34
(23- 1)

[2]
=
[2] : en effet shox = (son)n = (3-1)

eugendreepo
c

e te>
idéal
*

Est-ce que [2]
est un anneau integre ?

(3 -1)

On remarque que 21 = (101) (2+a+ 1) dens Q ]



Dona [eon] [22+x+) = [23 -1) = [0]
↑

3 T 23-1 = (3- 1)
[0]
,(b (a]= [b]Esa-bel

=> ] n'at pas integr

*position : Soit PEKf] .

L'ensemble des
aliments inversibes de l'anno

S
est formé des classes de polgrônes
qui sont premiers avea p.

([A] est inversible dans=
pgad(A,p) = 1)

Catte propositionestl'avalogue de oea démontré i

atest inversible pan=
et sa démonstrations est analogue a celle sur
= (por exercial

Proposition :
Soit PEK[2](603
Alors h est un corps si et

serlement si P est irreductible dans K[1]

Dems
-

=> supposons

Particulien setun corpo



Tout d'abord pn'est pas inversible , car

Sinou (P) = (1) = k() et donc =fot
qui n'est pas un corps.

Soient A
,
BE KA] tels que P = AB =

> CA]= [0] or [B]=[0]=>(AB] = [P]= [0] =Il

[A][B] integre

Si (A]= [0] => At (P)pdeg()=0=Bestinversiben

Si [B]=(0] = BE(p) => deg(=0=A est
inversibe

Donc P est irreductible
.

=> supposons que P est irréductible
.

Soit A-Ck]

tel
que (A]= [0]. Alors P ne divise pes A

- pocd(PA) = 1 => [A] est inversible .a &
Pest irriductible proposition précidente

=> s est un corps

Exemple

Notation : # := avec p un nombre premier

Donc #p est un corps fini avec péléments

#z[x]

Estaqu'il existe un polgnue de degresedans #(2]?

(x+6) = (- 1) (206) n'est pas irréductible dans
#[2]



(e+ 1) est irréductible car n'a pas de racines
dans #7

nomep de degré 2 (0u3) est irreductibleUn poly
dans Kfa] P n'a pas d racines dens K

Donc # est un carp qui ese

bijection ovec # (2]x = (ax+b = ab- 4
et ce dernier a zélements ,

Donc E] est un caps avec Elements
&

Sfini)

Def i Soit A un anneau et soient Or et 1a
les éléments neutres respectivement de l'addition
et de la multiplication.

La caracteristique de A est le plus petit
entier no tel que

n . /A = DA

si un tel entier existe et o sinon.

On la note char(A),

Euph : char() = 0

char(Q) =0

char() = n

Remarque : A a caracteristique o si
n - la= 0a() n=0 -

Proposition Soit A te↑ un annau igre .
Alors char(A) =o Ou char(A) = P est un
nombre premier .



Dime - supposons que charla)
= n=0 .

Sin n'est pas un nombre premier,alors 7 1 sa,bsi tels que n= ab .

Mais alors :

OA = n. (a = (ab = (a1) - (b -1) -
=> ala = Oa or b. /A =0A ce quiA est integre contradit le fait que u estminimal .

Proposition : Soit k un corps.

1) Si char(=o ,
alors K contient

-
un sous-corps isomorphe a Q.

2) Si char(v) = p I
avec p premier,

alors K contient un sous-corps
isomorphe a #p.

Dem de ②

On considere le morphisme d'amaix:

4:- k

In+M . La

Prisque char(k) = p ,
alors Ker(e) = pK

-

-> = = Bm(k↑
I théorème
d'isomorphisne

Douc
& #p= (3) est un sous-corps de K isommee

&position : Soithun corps fini Alas charful= p ,J

où p est un nombre premier.

De plus S
il existe un entier n=1

tel que Ik1 = ph



Remarque : Co proposition dit que
tout corps fini-

aun nombre d'éléments gal Q use

puissance d'un hombre premier .

Dem
-

Puis K est un corps fini alors K ne contientque 3

PAS un sous-corps isomorphe a Q = char(u=p ,
avec p un nombre premier.

Donc K contient un sous-corps isomorphe a #p .

On peut facilement montrer p kesten #p-espaceNectoriel avec l'addition (dans
multiplication par scaleires dans #p.

alors KPrisque K est fini & dim)) = n , avec
1 n +0 (n >0

,
car K * (03). #p

Soit ( ,--, (n) un base de K
,
alors :

k = [auent--- + anti : Ait #p}
En particolier on obtient /K) = ph.

Proposition : Soit PE #pfa] un polynône
irréductible dans #plais de degre so.
Alors #] est un corps fini avec ph

(P)
eliments

.

Du : Puisque P est irréductible
, as est un

corps qui est en bijection Queai

#p]dep =Gast anx + --- + anne : Die #ph

=>/ = pr
Per ailleurs on a que E] est un Ep-espace

(P)
rectorial avec base he,x, ---, selez.



On pert montrer que F p premier , Inso,

il existe un polynône de degué n irreductible

sur #f] , donc il existe un corps fini avec ph
éléments

.

De plus les corps avec préléments sont tous
isomorphus entre eux.

Donc on note #n l'unique corps à isonmorphismI

près
,
avec pr elements .

Exemple : Une construction de F
-

Pour alla il fast un polynôme de
degué 3 irréductiba sur #3 :

23+ 22+x+2 n'a pas de racines

dans # est donc irreductible dans (2]
Dona on obtient #3) ·

(23+x +x +2)


