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Proposition : Soient Br
,
---

,
Bk des anmeaux .

Alors Brx---XBK est un annea
QueC es opérations suilantes:

+= (Bux --- xBu) x(Bnx-- - x Bv) Brx- - - xBk
(lbe ... - , bu) , (bi , ---,brilfes (betbe ,

---

,butbul

et

: (Bex---xBk) x (BrX --- Bu)- Bex --- xBu
((be , - -- -- bu) , (be ,

--- ,bril) (bube , --,bubu) .

De plus si A est annau et por
tout i = 1

,
--

,
K

Pi : A->Bi

est un homomorphisme d'annaux,alors

y : A
- Brx --- XBk
a no (Unk) .

-- -, Un(al)
est un homomorphisme d'arneaux.

&s : por exercial

E T 2 théorime des restes chinos-xample pert
~re aussi enoncé de la facone

/
Suinante

.

Soient M
,--
hu des entiers premiers

entre euX deux à deux
,
et soit

N = M ---nk
.

Alors l'application :



0
: ---- xUkX
[aIn-D([a]m ,

--- , [aJuvi)

est un isomorphisme d'anneaux.

De plus O induit un isomorphisme
de

groupes multiplicatifs :

= In
*

x---x(

Exemple
-

1)* => en tent que groupe
↑ & est cycliqe

thiorême
des restes
chitois etun généraleurse

Proposition (per exercial
-

Si G :A-B est un isomorphisme de

groupes .
Alors :

1) A est cyclique =S B est cyclique
de A 4(a) est2) AEA est génératest

un genindeur de B

* (n)
2(n) = (2,0

3( ,1) = (0,1) =>& = H ,1)>

a(,1) = (1,%
en taut v

6(1) = (0 ,%
S 9 groupe5(n,1) = (2,1) ablien ladditif)



2)

3) Attention:

Supposons par l'absurde qu'il existe
un isomorphisme L'anneaux :

9 >

Sit(h) = (a,b)=
2((n) = 2(a,b) = (a,b)+ (a-b) = (2a,2b)= (0)
Il

un+y()
4)
=> <(2) = (90) car 4(0) = 100) et

↳ est injective ,

Vers we petite introduction aux carps finis.
Un corps fini est un corps avec un nombre
fini d'éléments .

Exemple :. hombrePremere
· = 2017 est le corps (fini)
de taille minimale Jen effet , tout
corps doit alir ou mans deux eliments
o et 1 distincts I

(

I /



Soit K un corps.

On considere (k[2] , +,) l'anmau des
polynômes à 1 variable et a coefficients dans
k

Sur Ka] les opérations d'addition et
multiplication Sout définies de Ca facon(

suilante :
(somme fine)

~
(somme finie

Soi ent P = Z QiX et Q = 2 bi alors:a
it IN

"

2 TE IN
i T

P+Qi= n (aitbil sei Somme finie signifie
que le nombre de

PQ i = in(ibr(zi coefficients ai non vols
est fini .

Exemple : P = Qot QuX + Azx
&

-

a = bo + byx + b2x2 +b>23

PQ= (AotQuatazz) (botbertbezitbis)
= Robothbet Anboat (Rob + anbet Arbat---
n -

=0 : jako in : jtk = 1 i= 2 = jtk= 2 .

L'ensemble des éléments inversibles de K(x]
est (K[2])" = G00 : 00K et 0 + 04= k(404

nämes constants
↑ poly

non nots

A-k] + . p .
7 BEK(a] t .g. AB

= 1

Exemple : 2EIR(]("car 2 . 2 = 1(
IR[2]



Def : Soit A un anna intigue /

Un eliment non not p-A1404
est dit irréductible si

1) p n'est pas inversibe ;

2) Si pexy , xyEA => best inversibe
or y est inversiben .

Exemple :1) Soit A=.

· he inversibles de sont 11
.

· 6 = 3 . 2 et 3 et 2 ne sont pas
inversibles donc 6 n'est pas irréductible .

↓

. 7 = 1 -7 = (1) . (7) et it my a
pas d'eutres
comme productionsdecieters7
=> 7 est irriductible .

L'ensemble des irréductibles de est

& - -
- 5
,
3
,
-2
,
2
,
3
,
5
,
7
.
-- 4

c'est - a- dive les nombres premiers
et lurs opposés .

2) Dans A = K[2], tous les polynôms
de degué 1 sont irreductibles
Rm : Soit P = astb

,
a
,
bek (afd)

et soient ABE KE] dels que
P = AB =) deg(p) = deg(A)+deg(B)

Il

Per convention => deg(A) = 0 udeg(B)=0
deg() = - c

deglideg(B) =0 (carA,Bed



= A or B est un polgrôme
constant non mol

=> A or B est inversibe

=> pest irréductible
.

3) X2+1 est irréductible dans IR(2),
car ACO

,
mais il n'est

pas irreductible dans a car

2271 = (x+i)(x-i) et xi et
2+i ne sont pas inversible dans ((x]

Ou sait que (MATz0 Kes] est in anno

erdidien
,
c'est-a-dire A

,
BEK[]

,
BO

&

7 un unique couple
de polynômes QREK[25]

tels que
A = BQtR

,
avec deg(R) < deg(B) ·

(deg() = =b)

Soit PEKi] un polynôme .

Alors

l'ensemble :

Por exercice
,

I = (P) : = &AP , AEK[e]] (montrer que
I est U

est un idéal de ka] appeti idel idéal de Kf](
eugendré per P-

Exemple : 1)Dans Q12] :
-

I= (x2+ 2) = ((+2)A(a) , A() = ())
+22 =I car (72) · 2
set1 I

, pour
de raisons de degué.



2)Danski] P = a at K/603 ·

S &

Alors (P) = k(] , car1t(P)
Il

=> 1 : Kla] (P) .
Q.09

On peut considerer l'anreau guatient
E : = G[B] : BEk[2]}

or (B]= [AEKf] : A-B-> (p>>
Supposons PO .

Soit BEKfa]
,
alors (B] = B+ (p) = (B+ PA, A-k(x]]

Ou va montrer que it y a me bijection :

K[2] deg(p)
k[2]
-

(P)
R [R]
Seg(r)< deg()
>

surjectivité
Soit [BJC ,

BEKE]
.

En divisent

B par p on obtient :

B =PQ+R
,
de(R) < deg(p)

=> B= R = Pat(p) => [B] = [R] ·

injectivité
Si [M]= [R2] avec deg(ri) degp) et

deg(r) < deg(p)

=> ReRze(p) =) Ri-fato= Ru=R2

don-R2)< de(p)


