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Homomorphismes (morphismes) d'annaux

Ref : Soient (A , +,.) et (B, +,) deux annaux .

Une application

4 : A -B

est un homomorphisma d'anneaux si :

1) (a,be A , y(a+b) = y(a) + 4(b) .

2) Fa,beA, y(ab) = 4(0)4(b) .
3) y(1) = 1B

L image de c est Im(3) = (4(%) : a = A3
et le noyour de y est Ker(e) = (azA : 4(0)=0B3
Un isomorphisme d'anneat est un

ectif .noromomorphisme d'anmoux bij
Si C : A- B est un isomorphisme d'anneaux,
alors A et B sont dif issmorphes Jen
tant qu'anneaux) .

Remarque : Si 4 : A-B est un homomorphisme
d'onneaux

,
alors y est aussi un homon.

de
groupel additifs => 410A) = OB .

Mappel - Soit (A ,+,.) un anneau .
Un sous-ensemble

-

& A est un idéal si :

~ (,+)
est un sous-groupe de (A,A-
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,

F nEI
,
QUE ↓
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Proposition : Soit 4 : A-AB un homomorphisme
d'anmoux

.

Alors :



1) Si I est un idéal de A abors
4 (1) est un idéal de C(A)= Im(A) .

2) Si J estun idéal de (A) , alors
- (5) est un idéal de A

Gae"A : 36) + 34

Pourconsequent ker()= (40
EB (sous-anneau de B)

Remarque : (4(A) ,+..) est un anneau :

Montrons d'abord
ferma per rapport a PrefY(A)

est
-

↑

Scient x
,y = y(A) => 7 a

,
btA

toqx= y(a) ,
y= 4(b) . Donc

·a+y = y(a)+y(b) = y(a+b) = 4(A)
E xy = y()y(b) = 4(ab) = 4(A)
Montrons maintenant

que (3(A) ,+) estun sous-groupe de (B ,+).

Soient 2
,y4(A) et a,b-A +.q. ((a)=x

4(b) = y. Alors on a :

x- y = 4(a) - y(b) = y(a-b) = 4(A) .
De plus lit 4(A) , car chat= 11 .
Tous les autros propriétes décorlent
de fait que ((A) B et Best in
annear -

Den
-

On dénoutrere juste (1) .
On laisse (2) par exercice.

Soit I un idéal de A. On veut montrer que
&() =44() : x e 1] est un idéal de 4(A) .

· (4(1) , +) est un sous-groupe
de (4(A) ,i) , car

y est aussi un homomorphisme de
groupesadditifs et 4(t) =4() -



· Soit ye 3() et soit be 4(A) . Alors JeeI
atA t

.q. y=c) et b= y(a) .
Donc on a :

I

yb = 4(y(a) = 4(a) + 4() .

El
,
car I est un idéal

Proposition : Soit 4 : A-AB un isomorphisme
↓'anneaux .

Alors :

H) at A est un diviseur de 0 >

Gla) est un diviseurde or

(2) atA est inversibe [S 4(0) eB
est inversibe .

(de groupes)

(3) 4 induit un isomorphismerA* BY
entre les
de A et B .

groupes des inversibles

Dene
-

h) = Soit a e Aldoh un diviseur de zéro = 7 beAKOAh( tel 9 b = on =)((ab) = 4(0a)=>ve a

=> 4(0)4(b) = OB

Puisque 4 est bijective et ab PA alors

Y(a) + OB et 4(b)* OB .

Donc y(a) est un diviseur de Zero .

7) Per exercise .

-(2) =) Soit af A un element inversible ->
=>I bEA +.q.

ab = 1a =) 4(ab)=4(A)
=> 4(0)4(b)= 1B => elot est inversibe
et son inverse est ((b) = 4(01)-

=) Per exercise

(3) On considere l'application :

: Ax-> BY
a my(0)



On veut montrer
que s est un isomorphisme de

Groupes .
· est bien finie , cor si a blater*
· est bijective : c'est une conséquence de (2)
et du fait que &

est bijective .
· Va be , (ab) = y(ab)= y(a)4(b)= (a)(b)

Theorime (Premier theorie d'isomorphisere)
Soit 4 :A-B un homomorphisme d'aumaux.
Alors

-3) = In(e) (entant qu'annaux)

via l'isomorphisme

:(3) Im()

[o]ker(+ 4(0).


