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On rappelle du cours 8 :

Theorème (Premier theorème d'isomorphisme
Soit 4 : G- E' un homomorphisme de
Alors groupes .

Per() = Tu(()
via l'isomorphisme :
: Perke)-> Tur(x)

[a]ker()+D 4(a)

Exemple

G = xxx = G(x ,4) : 24x7

+: (xxx) + (πxT) -> xxT

(1,4) , (47) ( ,y) + bey) = (atze , y+y)
On peut facilement montrar que (7x7 , +) est
un grope commutatif
On considère l'application svitante :

y : (xxy , +) c (k , +)

(2 ,y)+ x+y

Montrons
quee est un homomorphisme de groupes.

Soient (y) , (14) - ***. Alors on a :

4) (e,4) + Geg')) = 2 (e+se , y+y) = x+x + y+ y =
= (x+y)+ (x +y) = y(x ,y)+ y(xiy))



Ker(4) = (( ,y) = X x( = y( ,y) = 04 = ((x ,y)tkx7 : x+y =0=
= ((x , x) : x-

In(e) = X, car fyEX on a 4 (0,4) = y .

Donc
,
d'après le ter théorème d'isomorphisme

,
con a que:

e - 7

On
est spertfacilment voie que Ker(e)= (un isomorphisere

par 4 : Ker(e)-7, 4(x =
-2) = x) .

En conclusion
,
on e dona montre que .

Aneaux

Def : Un annear (A , +, .) est un ensemble
muni de deux opérations binails , internes
Ai

addition : +: AxA A

multiplication : AxA-> A

telles
que:

1) (A ,+) est un groupe abalien
.

2) l'opération : est associative et it
existe un élément neutre per rapporta

3) . est distributive Sur +:

a . (b+c) = ab + as

(a+b) - c = ac+ b . c

Si est aussicommutativ
cors A-

Def I Un corps est on anno commutatif (k ,+..)-

où tout élément non mol possède wa
&

inverse par rapport a &



Remarque : Un annou commutatif (A,+..) est un
tcorps EX (Aldob , ·) es un groupe

abition.

Exemples
· ( , 7, · ) , (D ,+, ·) , (IR ,

+i)
, (4 , t·) . (til

sont des enneau x

· (x,+, :) n'est pes un corps car a 1
,
-1
,

a l'est pas inversible .

· (x1 +, ) est un corps n est in nombre
premier .

· (Q+ ) , (IR , +, · ) , (P ,+ ·) sont des

exemples de corps.

· (nx , +..) est on annou () n= 1
,
- 1( uX=

cer Sinon 1 uX
.

· (n)
* n'est pes un anneau :

1ant(x)" , mais
1+un = n = 0

- n'est pas inversible.

Dif : Soit (A+.) un anneau. Un élément
-

non mol a & A1404 est un diviseur de Zero

si existe bEAloh fel que ab = 0
.

Un annu sens diviseur de ziro est
eppels un anner integre

Exemple i Si n n'est pas premier ,
alors

- T
47 n'est pes integre.S

Si n n'est pes premier ↓

alors il existe
14 a

,
b su tel ve n= ab => a et

b sont deux i diviseurs de Zero .

Ref: Soit (A ,+ ..) un anneau commutatif.
Un idéal de A est un sous-ensemble I de A
tel v( ↓ +) est ur sous-groupe de (A ,+) et9 -1
tel que f 2) I , FatA ,

antI .



Ref: Soit (A ,+ ..) un annea commutatif.
Un idéal de A est un sous-ensemble I de A

-1tel ve ( ↓ +) est ur sous-groupe de (A ,+) et
tel I que X 2) I

,
FatA

,
antI .

Exemple : (K,+..) est on anna commutatif.
Oumuch que fue En

(n( ,+) est o

Oradéjà v que
Soient -Juk et at =
= KEX te que znk . Donc on a :

xa = nka = n(a) U
.

EX

Soient (
idéal deAt)unannou commutafeta inter
Va
,
beA

, amb E) a
I

&a vohier queu
est me relation déquiale,seclasse d'eqvivalence de a esti

[a]
=
= (a+ x = x + 14

Ou note l'ensemble des classes d'équivalence :
A( = ((az , atA)

On peut definir deux opérations sor :

(addition) : +: A/XA/I - A/I

([a]I , [b]l)1 Cab [b] : = [atb]=



(multiplication) : · A/**/-- A/I

(1051 , [bJr Coi [b] : =[abJI

Ou a déjà vi que l'addition
est bien définie.

Montrons que
la multiplication est aussi ine

7Soient a via et brib. On veut montrer
&

que ab ~i ab.

avia
,
bub = asael et blobela)

=> 7 x
,yEI tels

que -a
= 2 et bib =y .

Alors on a :

ab = (a+a)(y+b) = xy + xb+ ay+ ab =
=> ab-ab = enubtona ve I est un9ideal
= ab'v

=
ab

(Note que si I n'était es un idéal l'opération
multiplication un sereit pas bien définie).

Proposition : Soit (A+..) In annar commutedif
et soit I un idéal de A.

Alors (A , +,) est on anno

commutatif , appole anneau quatient.


