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Gurs8

Hier on a vu que l'application

O : 57L-> 737*5
1aJes+ ([9]a , [a])

rection lesest un bij
définiequiestcompatible eeopérations

On dit que O
est un "isomorphisme de groupes"

et que les groupe i ot Th < Ty Sont
M Il

isomorphes c'est a dire ils sont la même
chose d'in point de ve algébrique
On ecrit :

2T X 3xx /572

Consequences -

·5
est cyclique -> Tex est cyclique

·
1 est un géninatur de T =)0() = ( ,1) est

un générateur de Tx 74571↳

. 31 Toy est
sous-groupe

de
sy
d'ordre5

=> 0(3) = < 0113 = <10,313 est on

sous-groupe d'ordre - de 7 x 745Th



Ref : Soient (6
,
*) et (H , A) deux groupes .

Une application 4 : G-H est dite un
homomorphisme (au morphisme) de groupes

si

Va
,
b+ 0

, y(a+b) = y(x)a4(b) .

↑ ↑
Lou

opération dans G opera
idens

L image de c est

4(6) = (y(x) : a = 6] = H
.

Le noyou dece est

Ker() = (acc : e(a)= 1n40

Exemples

1)n = T>

: T
-- TH
a- [a]n

y est un homomorphisme de
groupes ,

car

Va
,
b :

3(a+b) = (a+b]n
=
(a)n + [b]u = y()+ y(b) .

def .

de l'addition
downs TTL

ker (3) = (aex : y(a) = [0]} =

= Lac : a= 0 od /4 : n

-

2) + : (n ,
+)= (2) 5=Gzk : (zk= 14
21 D ein = cos()+isin() -S



fest un homomorphisme de
groupes ?

Soient 2
,-IR :

f(x+y) = ei(+y) = 2 meiy = y() . f(y)
Donc aui

, f est homan .

de
grouper,

Remarques
Soit 4 : (6,) (H ,a) un homomorphisme de

groupes .

Alors :

1) 3(16) = 1n

Em : 4(0) = 4(10 + 10)= y(16)1y(16) =>

=> y(6) 3(10)= y(0) y()sy(16) =>
=> In = 1ns4(0) = y(10)

2) Facc , y() = (3(a))
- 1

dém : 1n= y(10) = 3(a x a1) = y(a)ay(a 1)
=> (4(a))+ = 4(ar) -

Proposition : Soient (6,) et (61) deux groupes
et soit 4 : GG'un homomorphisme
de groupes. Alors on a :

1) SiHestunsouroupeese
6 =>

de Gl

2) Si l'est un sous-groupe
de 6' =>

=>y (H) : = Sae6 : 4(a) EH} est
un sous-groupe de G .

3) Ker(3) est un Sous-groupe
de G ef

Yu(e) est un sous-groupe de Gl



4) best injective =Ker(3)= 416h

Dens

1) Soient ↓BE 3(H) .

On montre que 41 y(t)
S BE4(n) = 7 a

,
be H tels que elata et

4(b) = B .

Donc

<ap = y(a)a[3(b)) = y()a 4(b) =

= 3(1) = xAB (4(M)
EH

,
car I est un sous-groupe

H

2) Laissé par exercic-

=Lae 6 : 4(a) = 104 = (a0 = 3(a) h
3) Ker(y) = 41 (419.4)

Puisque 11sh est un sous S'
,
aven

② on concent que Ker(e)
agroupe dos-groupe

de G

sous-groupe deG.Im(3) 46et Gest /3 est un sous-groupeDonc
de 6' -

4) =)supposons que b est injective .

On seit que (10) = 15 et visqueE P
4 est rective

,
V att on y(a) + 161ins

Donc Ker(4) = 4164

=) supposons que Ker(a) = dish .

Scient a
,
beG tels

que 4(a) = 4(b)
=> y(0)s((b))+ = 1x = y(a)a4(b 1) = 10



=> y(a+b) = 16 =) a xb - ker(3)=(1)
=> axb" = 10 =>a=b = 4 est injective .

-Proposition : Si 4 : 6 - C' et p 66"sont
deux homomorphismes de groupes,alors

No : 6- gi

est un homomorphisme de groupes.

Dens laissée per exercis-

Def : Un homomorphisme de 4 : G-H
est un isomorphisme 5groupe test bijective
Dans ce cas les GroupesGetHsotto↓its isomorphes et on

Si G= H
,

un homomorphisme 4 : 6- 6

est appeer un endo morphisme de G et
un endomorphisme bijectif est appelé un

automorphisme de G.

Exemples

1) (Tx)" = (1 ,33

Donc (*/)"at un

groupe
d'ordre 2.

Gl
On montre

que (est isomarpheath
en exhibant un isomorphisme :

↳ multiplicatif

3 : (s)-> - additif

3



Remarque : y(1 .3) = y() = 1 = 0+ 1 =y()+4(3) .

2) f : (R ,+)= (11303 .. 3
x-e

fest un homomorphisme ?

Soient 1
,yER .

Alors on a :

f(x +y) = ex
+y

= ex+ = f(x)f(y)
Donc f est un homomorphisme.

Est-ae que fest injectif ?
Ker(f) = Sx- IR = f(x)= 17 = Gx -1 : ex = 13=

= 50h => fest injectif

Est-ce que f est surjectif?
Non

,
car e > 0

,
FER

. En particler
-1 Im (f) ·

Per contre J : (1R ,H = (IRKoh , ) est
x +- ex

un isomorphisme de
groupes.

Theorème (Premier theorème d'isomorphisme
Soit 4 : G- E' un homomorphisme de
Alors groupes .

Per() = Tu(()

via l'isomorphisme :

5: Ger(Ym()
[a]ker()+D 4(a)



Rappel : /aJuer( = Sah : he Ker(34

Dem

On la montrer que

:erke) Bun(e)
[a]kerke)to 40)

est un isomorphisme.

Por cela il faut montrer que:
① est bien définie
② est homomorphisme de

groupes
③ best bijective .

⑨ soient a
,
be G tels

que [0ker(e) = [b]verke
=> The Ker() tel que a =bh =>

=> y(a) = y(ba) = 4(b)4(2) = 4(5) . 16 = 4(b)
=> y(a) = 4(b) .

② Scient Cabrera , [b]erke E erke)
Alors on e:

3)[aSner([bJuere) = 5 ([ab]ver() =

= 3(ab) = 4(0)4(b) = 3)/a3kerke)4([b3Ker(e) ·

③ Montions que best injective et surjective :

· Ker(4) = [[0]ner(Per : (abner(a)=Tig



= Glöker(e) =Perke): ((a) = 10. % =

= [10]ker()E er(e)
: aKer()] =

=[1]Ker()}
=>è est injative

· Soit be Mm(4) =) 7 ae c tel que
b = 4(0) = (a]Kersa) => est surjective

En concension :E

erk)
- Bule) at on

isomorphisme de
groupes.


