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Sit (6..) un groupe abélien et soit H1G

un sous-groupe de G . On definit une relation sur 6 :

Va
,
beG

,
a unb Es abEH

.

(notation additive : a-bEH)

Proposition : La tion un Sur G estrela une

rela vivalence
, appelie relationtion d'éqde congruence Modulo H.

Den

1)In est reflexive :

anna
,
VatG

,
car aa = 10 H

↑
H estunsous-groupe

2) un est symétrique : ↓
Va
,
be 0

,
si ambabe (aben

=> bat H = buna .

3) un est transitive :

Va
,
b
,
ceG

,
si amb et bunc =

=> abeh et bore = ab+ bc -H

=> acceHa unc

D

Soit atG. On considere la classe d'équialence
de ai

[ayn = Gbe 6 : ampbl = Gbe6 : abl en =



= (be6 : 7 hH +.p . ab =h] =
= (beG : 7 het . q .

b=a =

= GbeG : JhH +q .
b =h =

m

=(ah = h = +3
G abélieu

On appelle les classes d'équivalence
[a]n = Gah : he n}
le classes latérales de H dans G et on note G
l'ensemble des classes latérales de H dans G :

· = ((a]m : a= s]

Question : Peut-on voir la relation de congruencemodulo is :

ab + x , ambE) n)a-b
comme une relation de
modulo un sous-groupe grence

sa

Soit G= (avec +) ef H= nx= Gnk =kex]
Ou montre que Fa ,be

a=b mod n E) a un b

a= b modn 7 KEX t .g .

arbank

=) a-be H=n E) amb .

on utilise la notationGlo nousexpliqueparquea



Sur / on définit l'opération suivante :

·: & -G multiplication
X dans G

((a]n , (b]n)- (aJa · [b]m= [ab] n

Est-ce bien définie ? Por cela il fast montrer
que si anna et bunb ,

alors abunab.

flaissé par exercia) .

abélien etProposition : Si estun gouee G
,
alors

(%1.) est un groupe
abélien

.

De plus , si G est fini alors G est
S

fini et Son ordre est i -

Demontre d'abord que % est un groupe
abélieu :

I Le faitb

dans queestcommentativet associatiaa ve

et associative dans 6 .

2) 7 élément neutre : [1]n

3) Fla]n E G ,
l'inverse est 101]m ·

Donc / est un groupe ablier.

On suppose que G est fini. .
Donc h aussi est fini.

chaque classe d'équivalenceOnmontredabordH éléments

Soit acG et (a]n = Lah : h-34 .

Il est simple de voir que les éléments ah par het



sont tous distincts : si al =ahr Dahn=Qahz
=> In = ha

Donc Fat G
, 1(a]n) = 1H) .

De plus les classes d'équivalence forment un
partition de G

,
donc :

1)=

Théorème de Lagrange (version 2)
Soit (6 ..) un fini ef soit # un sous-grouped'ordie de le divisegroupe de G

~
Alors

l'ordre de G .

Dur :

On démontre le théorème dans le cas ablien
,

mais il est vrei aussi dans le cas non commutatif.
On a vu que & est un groupe

abélieu

d'ordre Don = / 18

Exemple

6 =) = 91 ,2, 6 , 7 , 8 , 12 , 13 , 194

Rappe : 1) = <(15) = y(3 .5) = 4(3)4(5)=
= 2 .4 = 6

1) G est cyclique ?
217 = Ges <83 = G8S 4, 2, 94
<2 = 42, a, 814 [113= sen, 13
[4] =

S
<13x = (13, a, 7,14

< 72 =2
,
13
, 14 < 1a3 = 414 , 13

Danc G n'est pas cyclique .



2) Determiner tous les sous-groupes de G.
Si H est un sous-groupe de G =) /MI/16)

↑
=> IN/8 théorême de

Lagrange
Donc jloi G possibilités pour IH1 : 1 , 2, 4 , 8 .

· IH1 = 1 > H = 51} (trivial)
·(H) = 2 ) H =c > or H=< or H= <4>

· (N) = G ( ) H =<2)
,
H = <7)

,
H = <8)

,
H=(2)

H = <G
,
11=Ge ,4, 11, 167 = <4 ,14)= <11,14)

· IH1 = 8 > =G (trivial)

3) Soit H = < 11) =G1 , 117
Décrive le groupe quatient p.

- = G(ajn : a = b)
[1] = 51 ,193 [8]n= 48, 134
[230 = G2 ,73 [11]m = [134
[aJn = Ga, 14} [1334 = [874

[7]n = [2]n [13n = [a]

=> = G/]n ,
[23

,
/rim

, C83n}

Soit k =<
,
m = (1 , a , 11, 24}

Donc = &[1]m , <2,in)
Il

de ,a,12 , 125 <2 ,7,8,137



Homomorphismes (ou morphismes) de groupes
Considerons les

groupes
suilants :

· /5 avec l'addition classique

· * Ty avec l'opération suivante :

+***4x) (**)- Th
((an ,bel , (az ,ba)) (an ,bu)+ (az,bu):= Cantaz,buthe)

exemple : (2,4) + 11 ,3) = 10
,
2)

Par le théorème des restes chivois on a déjà
vo qu'il existe one bijection

0: ** TTh
[a315+ ([a3

, (a35)

exempte : 0() = 11 ,2)
0(d = (1 ,0)

O a une autre propriété : O est
avec le opérations definies sure57
c'est-à-dive au a que :

& ([9] 15 + [b]n5) = 0 ([aJis) + 0([b315)
Il 1)

O((a+b]i5) ([a] 3 ,[0]5) + ([333 ,[b35)
Il

(atb]b , (a+bis) = ((aJy+ [b]s , (a35 + (b35)



Donc on a montre que fa ,
b ->
5

on a

& (a+b) = 0(a) + 0(b)
↑ ↑

-> dowsiTh - downs *
T

O est en effet un exemple ↓'homomorphisme
de
courstroupes , qu'on va definir dans le prochein


