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STRUCTURES ALGEBRIQUES : Groupes

Def : Un groupe est un Couple est,) où c
-

est un ensemble et * um opération
binaire interne :

* : 6x6- G

(a ,b) ab

telle que :

④ a
,
b
,
co

, (a+b) Ac = as(b4) :
lassociatività

② 7 eec telque , Faes ,
adezesata

Célément neutral

③ Vae G
, Abete que abbae(inverse pour

Un groupe est abélien or commutatif si
en plus, Va ,beG ,

aab =baa
.

On parle de additif si A= +
groups

Groupeet de multiplicatif Si *= -
-

Exemples

1) (x ,+) , (Q ,
+)

,
(1B
,
+)

,
(e+)

, (i' +)
2) SIR10G· (

3) C= [fi-I : f est bijectivel
0 : GxG- 6

(19)I fog
(6,%) est un groupe (pas abélien



2) ( , · ) n'est pas un groupe car o
n'est

pas inversible .

Meme chose par (Q ..) , (1,) , (4 ·1

3) (60 ,013 , 0)
·: (1 , - 12x(1 , - 12 -> (1 . -13

(1 ,1)m 1

(1 , -1) +0 - 1

( 1 , 1)+-1

(1 , -1)m

est un groupe
abélieu

9) 1) x)" , ) est un groupe abélieu

les elements inversibles mod u

A partir de maintament on utilise la notation
multiplicative :

Io : eliment neutre

M

g - g
... g ,

Ant /x
-

n fois

: 16

gu :(.... (0) ,
f neTho

n fis



Def : L'ordie d'un groupe (6,) , noté 16
est le nombre d'éléments de G

.

C'est
soit un entier positif ,

soit 8

Wu

fini .Groupe
d'ordre fini est appelé un groupe

Théorème de Lagrange (version 1)
Soit (6..) un groupe abélien fini d'ordre n.

Alors FgeG , g = 10.

Den

Soit ge G et au considère l'application

Yg : -6hngh -

ective
.

On montre que
cette application est bij

de montrerPuisque Gest fini,
-

por celo il suffit
ective

.que Eg est in
Soient he

,
ha EG tels

que :

Yg(h) = 4g(h) => ghn = ghgghn Gighn
=> hi =ha

Donc Yg est bijective .

Alors
Gest abélien
-L

Th = hth= 16heG g
L -

Ggh : he 3 a
AEG

Il

54p() : hech
Il

en unelipliant Ug(6)
per l'inverse de a

Il Yo est surjective
↓ G

-> 10 = g() = g-



Def ' Seit (6..) un
-

Un sous-ensembleiques est un sous-groupe
de G

Si (H ..) est un groupe .

SiH est un sous-groupe de G on ecrit
H = G .

Exemples :

1) Soit (6..) un groupe .

Alors Glob et G sont ours deux sougroupestougde G /Sous-groupes trivieux)

2)(k, +)
↓ nekso

,
le sous-ensemble

n : = Gnk,Kex] (ls moltiples de n)
est un sous-groupe

de :

1) + : nkxni - T est une lois binaire interme
19,b)n atb

lo n est fermé par rappor +
aben = 5 kake +

.q. a=Uk1
,
banke

=> atb = nk+ ukz = n(kn+k) e nX
.

2) L'associatività est induite de l'associatività
dans 7 .

3) 0 = 0 .ntnX

4) Soit an => a= nK
,
KEX

·
Alors

-> a = n()cnX

Proposition : Soit (6 ..) un groupe .

Un sous-ensemble non vide HE G
est un sous-o roupe de 6 si et seulement↓
Si Va

,
ben

,
ab H



Dem : par exercise

Rf : soit (6..) un groupe
et a -> 0 .

L'ensembl

cas : = (an : nex)
est un sous-groupe

de G
, appelé le sous-

groupe eugendre per a

Denu : Montrons que cas est un sous-groupe deG.

Clairement (as est non vide
,
cer pesas

Soient Gas<as =) 7 M
,
MX

tq =al et g = ah -T
Alors on a :

u
Un-Uz

% .g =
a . an = Q E(a)

.

Donc (as est un sous-groupe de 6.

Ef : Un Groupe (6 ..) est dit cyclique s'it exist
geg tel que :

G = <g) .

Dans ce cas l'element of
est dita

géniratur de G.

Ref : Soit (6 ..) un groupe et a e 6.
.

L ordre de Q
,
noté ord(a) , est l'ordre

du
sous-groupe engendré par a

En particulier , si l'ordre de a est fini ,
alors
Qu = 19.Test

le plus petit entier Ko tel que



Exemples

1) ( , +) ,
est-it cyclique ?

Attention : en notation additive
,
si atX

,
alorsi

(a) = (na = nexy = al

Qui
,
car = (1) = <- 1) et 1 et - 1

sont les seuls générateurs de (*,+).

2) (x it) ,

est-it cyclique !

Oui
,
car

x
= < 12.

teur
,·pe :

ot
: I n'est pas un genine
car <2) = 20, 2,4 ,6 ,847

Lo * Ot, - a t -p. pgad (a ,10)=1.

3) Si (6..) est un groupe I alors Va Ger sous-groupe engendre <a) est cyclique.

a) ((x)" · ) : est- it cyclique?
Si oui

, quel est un génénatar?

#x)* = G1 ,2, 3, 4,5, 6,7, 8,9 ,20]
Question : 7 a e (1 , --- , 103 tel que

cas = Gar : nel =(*?
<n = Gn} * (Ex)"



<23 = (1 , 2, a , 8, 5, 10, 9, 7, 3. 64 =
= Ge-, 10h = (x)"

=> (7x)" est cyclique et 2 est un

génératur .

fat (x)" ,
determiner l'ordre de a :

· ord() = 1
· ord(2) = (2)) = 10
· <33 = (1 ,3,9 , 5 , 43 = ord(3) = 5

=> 3 n'est pas un générateur
i

· <nox = (1 ,10) => ad (0)= 2 .

5) (T)" =31 ,3, 5 ,73
< = = (1}
< 3) = 91 .33
>53 = 61 .54
<7 = 91 ,73

Donc (/)" l'est pas cyclique et tous
les éléments

, sauf 1 , ont ordrs 2 .


