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Résoudre des congruences linceires

Soit ne so et soient abe .

Ou veut determiner l'ensemble des entiers z

qui satisfont la congruence
az = b (mod n)

Exemple : Determiner tous les entiers z

tels que
3z+ 4 = 6(mod7)

↑
V

37 + 4 = 4 = 6 - 4 (mod 7)
#

37 = 2 (mod7)
a * ↑

# poped (3 ,7) = 1
=> 3 est inversibl mo↓ 7
et l'inverse est 5

5. 37 = 5 - 2 (mod7)
#

z = 3(mdz)

L'ensemble des solutions dans
est

5 = (7k + 3 = k = x4 .



Attention . Une linéeire na pas toujoursdecongruene se

Exemple : 22 = 3 mod a

KOn vit
que

V zt /TL =
= Go, 1, 2, 37 ,

z n'est pas

une solution => la

congruence n'admet pas de
solutions dons .

a
,

Méorème : Soient utSit dipgeda,seAlors F

az = b (mod n)
aune solution zeX si et selement si
d/b .

Fus

Soit be
.

La
congruence azeb(modn) admet une solution
ztJz , k EX tels

que
az-b = nk

=> 7 z
,
ke tels que az-uk=b)

-

# pgad(a,n) /b # &b.
↓
popd(a ,n)lb => b = 1d

,
2 + k

autbr= d = auth=

Proposition :

1) Si pged(a,
n) = 1

,
alors :

az = az (modn) (e zz (modul .



2) si d = pgcd(a,n) ,
alors :

az e az (modu) 5 zez(mode
Exemple : 27 = 6 (mod)
-

↑ ↑ ↑
Q b U

bi on a poad (2,8)= 2 16 , donc,
d'après le théorème

,
la congruence a des

solutions
-

Zz = 2. 3 (modea)
I proposition &

z = 3(mod4)
L'ensemble des solutions est S=Lakt3 : KET4 .

Déus (de la proposition)
① c'est trivial

,
car si pgcd(au) = 1 ,

alos
a est inversible et il suffit multiplier les
deux côtés par Q

-1
.

exo a duTDy

② soit d= pgc(a) (,) = 1
Donc on a :

amazon-
on divise

-

per & uomo



Crollaive : Soient a
,
beX

,
ne so et d = pgd(a,n).

L'ensemble des solutions de l'équation
az = b (mod u)

est :

· vide
,
si d + b.

. un classe d'equivalence modulo
sid/b .

Système de
congruen as linéaire

Soient un
,
---

,
Nu desentiers premiers entre eux

deux à deux
,
ca-d pgad (i ,uj) = 1 ,

Vi+ ] ·

Soient an
, ---,
auEX ,

On consider le système de
congruences

linéoires

z = an (mod no)
(*) z = az (mod (2)E= an (mod mu)

Théorème

2) ensemble des solutions dans X da (x)
est non vide et c'est un classe d'équivalence
modulo N = 11---nk .

Deus
2 existence d'au mains un solution est donnie

qui renvoiepar l'algorithme suilant , di
l representent

canonique de la classe Equivalence Modulo N .



Algorithme : Resteschinos ((an ,
---

, au) , (Mn , ---Mul)
#tries : deux k-uplets d'entiers (an , --, ak)

det (M , --, hk) tels que pgc (i shj)= 1 , Vizj.

stie : Un entier z
,
0z7N

,
où N= ni

tel que z = ai (modni) V i= 1
,
--

,
k

.

1.N Ni

2. f =1
, ---K : Ni= (division exacte)

2. Vi= 1
, -- .,

K : Vis InverseMod (Ni , ni)
Gela existe cer ped(init=1)

6. Renvoyer Qi . Di . Ni mod N.
I

i= 1

Exemple

z = G mod 7

z = 5 mod If&
z = 3 mod 5

D'après le thiorime il existe une unique
solution Modulo N = 5 . 7 . 11 = 385 .

Ne = N /z = 55
N2 = N/n = 35

N
= N/5 = 77

Maintenant zu das résoudre :

We . 55 = 1 (uod 7) Et Un . 6 = 1 (mod7) Un= 6
Uz . 55 = 1 (mod 11)E) U2 :2 =n (mod un) >Ve=S



U3 . 77 = 1 (mod 5)> Us . 2 = 1 (mod5)U5=3

Ou calcule :

6 . 6 . 55 + 5 . 6 . 35 + 3 . 3 .

77063mode
Suite de la démonstration

On montre
,d'abord que

z = Zai . Vi . Ni
T= A

est bien un solution du systeme (*).
Par construction Vi . Ni = 1 Mod ni) , Vi=1 , -, K .

De plus , V jxi , ni/Nj = i Ne
17j

Donc Vi = 1
, -- ,
k on a :

K

Z =
-

Z ajUj Nj = Z QjUjNj + QiViNi E-

=1
,
-

-
K

j
= 1 J
j

= ot Qi-I (mod Mil= Ai odnif
↑ ↑
ji ViNi = 1 (od Mi)
Ui/Nj

Donc z est une solution de (#) .

On montre maintement que tout éliment
z

dans la classe ↓ z Modulo N est aussi un
solution du systeme.
= = z(modN) () 7 kex +.

q. z=z +
Nk=

= + Ninik = Fi = 1
,
--

,
k
,
z = ztNinik =

-

N = z (mod nij = Ai (mod ni)



le reste à montrer que si z est une solution

de (*) alors z = z (mod N .

Si est une solution de (4) alors Vi =1 ,--,k
z = ai (mod ni) = z (mod ni) =>
=> Vi =1 ...., kni(z' - z => ilz-z

↑
d) 1 = 1pga Vi,n

=> N/z-z =z = z(modN) .
Si iJ

D


