
Aljebre et Arithmétique Effectives - 300/2

Rappels de la dernières fis

Ref : Soit ne .

Soient a
,
be

Ouditque a est congruent a
b mode

-

a = b (mod n)(00a =n b)
sin/a-b.

Ceci est un relation d'équivalence (vir TD2) .
V a E X

,
on note

[a]n : = <be : b = a mod n2
la classe d'équivalence de a

Ref : L'ensemble des classes d'éavivalence ,
i
. e . l'ensemble por rapport
à la relation de quatient,a modulo Y
est noté

Z47L
.

Theorime : Soit ne >0
·
Alors /x est

l'ensemble des n classes d'equivalenc
COJn

,
(1In

,
--- .

[no1]n

Aiusi
I
toute classe d'éxpiralence

pos de un représentent compris entreSe

& et n- 1 -



Deie
Soit aE X

.

Alors
&
en effectant la division euclidieur

de n pora on obtient :

7 pre , oran tels que
a = gh+ r

=> ar = qu = /a-r = a= rmdn .

=> a tfrIn ,
orsu

.

On montre maintenant que Si 01acb =n
-1

alors [0] = [bJn .

Si
, por

l'absurde
,
[aJn = (bjn =

=> n/ba ,
osban-1 et cela

est impossible.

Remarque : La démo d théorème nous dit aussi
que Fat < , (aJn = CrIn ,

· M

est le reste de la division de a
par N

Donc :

Y = Glon ,
[In

,
---

, [n-1]nn

On va definir deux operations binaires sur

K#



ADDITION : : Ti-> T
) (0In , [b]u)1 [a]n + [b]n :=

[a+bJu

MULTIPLICATION : · i
-- il

(193n , [b]n)1 [0iSn· [b] n :=

=(ab]n

Quand on travaille avec des classes d'equivalence
il faut montrer que les opérations sontbien définies .

Dans notre cas cela signific que :

5 at 19Jn
,
b- (bJu

,
alors [atb]F (a+b]n

et Cabin = [abjn .

Cela est conséquence du résultat suivant :

#position : Soient a,b, ab' < X , no /so ·

Si a= a'mod n et b = b'mod n
alors :

1) atb = ath' mod n .

2) ab = ab mod n .

Denes
-

1) a = al(way) => 7kktq . a-a = km

b = b (mod n) => 7kz -x +
-q. b -b = kz

Donc
,
en Sommant on obtient :

a-a +b -b = n(k+kz)



↓

(a+b) = (a+b) = u(kn+kz)
H
atb = atb' (mod n).

2) Por exercise

Propriétés de l'addition

1) commutatività : F [aJu
,
(bJue /x 1

[a]n + [b]n = [b]n+ [9]n .

(conséquence du fait que
t est commutative dans K)

2) associatività : - Cogn
,
[b]n

,
/E /Th

((a3n + [b]n) + [2]n = [a3n+ ([b]n+(n)

3) 7 élément nutre [0]n tel que
* line

x /
[a3n + [0]n = [0]n+ 193n =Coin ·

a) - (a]n -/x1 7 un élément opposé
Fan tel que :

[a3n + fon = [aJn + 19]n = [0]n .

Donc (T/ + ) est on groupe abelien (ou
commutatif) .

Propriétés de la multiplication
1) commentatività
2) associatività



3) 7 élément neutre [1]v

En plus: est distributive surt :

↓ Con
,
[bJu

,
KIne /I

(aIn ([b3n + []) = [a]n[b3n + [aJn[cJu
(10)n+ [b3n) [cn = Ca3n[cu + [bInk]

Donc (T/ +..) est in annea commutatif
et unitaire

.

7 est un corps ?Question : Est-ce que /TL
Non

,
car en général ce n'est pas

Voi que

↓ Coin -
i /
Lain + [0]n

,

=> [bInex +- 9 . [o]n [b3n = [1Jn -

Exemple ↑ /7 1
l'élément [2Ju n'a pas

-

d'inverse par rapport à la mueliplication,

Notation : Zorsque lcontexte est deir ine se
[a] , or encore,

par abus de notation , juste On

Ref : Un element at
x
est inversible

sit existe be Ex +-p. ab = 1 .
#
ab = 1 mod n



#ph : 3 est inversible mod a
,
car 3.3 1moda.

Remarque : Ou peut facilement montrer que 5 a
est inversible alors son inverse est

unique et au le note att.

Proposition : Un eliment a t
x

est inversible

si et seulement si pgcd(a,n) = 1.

Deu

=> Si a E x est inversibe = 7 be 74
with

tel
gie ab

= 1 modn = /(ab -1)
=>Zke t

. q.
abol = nk =

=> ab-nk = 1 =) pgcd(au) /1 =>
↑

exo 5
.
1 TD1

=> pacd(a,n) = 1 .

#) Sipged(n) = 1 => 7 VET tels que

autnv = 1 => aven = n(-) =>
=> Qu = 1 (modn)
Donc a est inversible et u est l'inverse
de a

La démonstration nous sugger un algorithmse
d'inversion modulaire

.

Aborithme : InverseMod (a ,n)
Entries : Deux entiers a

,
n + o

Sortie : Un entier b
I
ocbcu

↑
tel que

ab = 1 modu
s'it existe

,
une errour Sinon .



1. (d , v,v) EuclideEtendu (a,h)

2
.
Si d*1

. Renvoyer un erreur

· a l'est pas inversible modelon

3. Renvoyer u mod n.

Exemple : 1) Calculer l'inverse de 20 modulo 63.

63 = 3 . 20 + 3 ③

20 = 6 . 3 + 22

3 = 1 . 2 + 1@

2 = 2 - 1

E pgcd (20,63) =1 => 20 est inversible
Modulo 63

.

① ②
1 = 3 - 1 .2 = 3 - (20 - 6-3) =
=- 20+ 7 . 3 = - 20+7(63 - 3. 20 =

③
=> - 22 - 20 + 7 ↑ 63
m u

U V

=> 1 = -22 . 20+ 7 . 63 /identità de Bézout)
=> - 22 = 41 nuod 63 est l'inverse de

20 modulo 63.

2) Calculer l'inverse de 3 mod 7.
C'est plus rapide de proceder par
"force brute"

3.5 = 15 = 1 mod 7 = 5 est l'inverse
de 3 mod 7.

Notation : L'ensemble des éléments inversibles
de /7, est note (T"



Remarqu : /(**a,1, e que

poped (an) = 13) =
proposition
précidente

=((n) (fonctione d'Euler)
Exempls Si n = p est un nombre-

premier ,
alorst Osap-1

on a poed (a,p = 1 et donc

4(p) = p - 1 .

Remarque : Soit p un nombre premier .
Alors tous les éléments non
nuls da 74x sont inversibees , et
donc 4x est un corps (commutatif).

Exemple
n = 36

( 6x)
"
= G1, 5, 7, 11, 13, 17 , 19, 23, 25, 29, 31, 354 .


