
Algebre et Arithmatique Effectives - 16/09/25
Gurs 2

La dernière fois

fThéorême 1 : Scient la I -Aluseab, ore
0

b 10
,% .

exis tel que
pgcd(a,b) = d

.

Trime2 : Scient a
,
beX

,

b % 0 Alors ilS

existe un

(9 ,2) tel que
nique couple d'entiers

a =bq+ r et ors1bI .

Algorithme 2 : Algorithme d'Euclide classique

EUCLIDE (a,b)
Entrées : Deux entiers a

,

b >o

Sortie : poed (a ,b)
1

. Tant que
b+ 0 fair

2
. c=b

3. b = a mod b J(a,b) = (b, amodb)
G

. a = C

5. Renvoyer Q

Ep : a= 13 b = 21 I

=

poed(132)
13 = 0 . 22 + 1 3 = 1 .2+ 1

21 = 1 . 13 + 8 2 = 2- 1 + 0
-

13 = 1 . 8 + 5
Nombres de Fibonacci

8 = 1 . 5+ 3
Fo =0

5 = 1 . 3 + 2 Fn = 1

↓ iz2
,
Fi=FintFiz :



Quelques rappels de théorie de la complexità
Dans l'analyse dan olithee se u des buts

&

est d'estimer catal em function
de la taille de l'entrée

-

Pour un entier la taille est le nombre de bits
necessaires par représenter at entier en mémoire,

On dénote la taille d'un entier a tX per
len(a) (de l'englais length) .

On a :

len (a) = G(log(a+ 1 ,
sta+

& Sia= 0

Por décrive la croissance de temps de calcul
on utilise souvent une notation asymptotique .

Soient f ,g
deux fonctions a valeurs velles :

· Grand - O (0) (limite supérieure - pire ces)
f(n) = 0(g(n))<) = c

,
no > 0 telles

que

18()) =4/(n)fn = no

· Grand-Quege (1) (limite inférieure - meilleure)ws

f(n) = es(g(n)) > 72 ,
4030 telles e

1f(n)=< /g()) ,
Unzuo

· Thête (0) -crassance exacte - cas mogen

f(n) = 0 (g(n)) > f(n) = 0((n) et
f(n) = e(g(n)) .

#> Jan ,
ca

,
no so telles que

(g(n)) = (9()) = /g(n)).



A

-
=gi

my f(n) = 0(g(n)

- ch(n) f(u) =M(h(n)-7

Exemple : n2 = 0(n) = 0(ns) = 0(21) .

Exemples

Of) : temps constant
de elentrée-,

per importe la taille

Oflog(n) = temps logarithmique
Of) : temps linceire

OG4) : temps exponential .

Théorème (Chapitre 3
.
3 de Shoup)-

Soient a
,
be :

1) On peut calculer a= b en O(lu(a) + (n(b)
temps lineire

2) On peut calculer ab en Offenlot - En (b). .

3) Si bo an peut calculer le quatient a ef
h reste r de la division de a par ben

-Jen (b) en(a)) -

Attention il existe des plus rapides-

pour calcular Gloprithmeacations et des
divisions.



Coût de l'algorithme d'Euclide

Nous davons estimen :

⑨ Le nombre d'itérations C'est-à-dire le nombre
de divisions euclidientes

,

② coûtdechaqueitération, cest-a-din e ottda

ro = a)0

m = b20

1) ro = ann + E ,
<Est

2) m = 92 + 53 ,
0 < 5 = E

i

i) Vien = girit With ,
Ostity < Tr

i
O& 1) Ron = Phonont 1 ,

0<ESE-1

1) En = 197 "poad(a,b) +1 = 0

cambien a vant il dans le pirc des cas !

Trive : Soient a
,
be avec abso

2 algorithme d'Euclide effectie an

plus

+ 1

divisions euclidiences
est le nombre d'or(:I

( -

Dens
-

Puisq buo
,
alus 110/jeffectre or mainsv

une division) .



Si 11 alors l'enoncé est vrai (art
Ou peut donc supposer 121 .

On montre que fi
= o

,
-..

,
01

,
on a :

Ei
On procède por récurrence :

⑨ initialisation : -Fr
i = 0 = r = 1 = 00 v

F3
I

i = 1 = m =in+ 122 = 0 - 162V

Pour i = 2
, ---

,
M - 1 on obtient per recurrence

Mei 2 -(ion) - V7- (io2) 2 pies + Di =

- n

& M- it 1 *= i + 2 ↑ =

pi%x
- (ion)

>0 hypothise
Ja ricurrence

Pour i = 1-1 or a :

b =mzteA
L

b 2 x- 1

#

log(b) = log(2 -) = (7-0) log(P)

* + 1
D



Donc l'alprithme d'Euclide effectie au plus
log(b) +1 itérations mus 0(len (b)-

log(a)

A chaque itération es temps de calcul est

&Jee (ri) en (ai)) .

Donc le coût total est :

= entritn(a) al
Thorème G

.
2

Shorp

Morime :
Le coût de calcul de
d'Euclide est Open(a)ten(3)

? algorithmere

Pourquoi le nombre d'or apparat dans la
demonstration ?

En effet dans Ca démonstration on oreit

pr montrer que

Miz Fire
,
où Fitz est le ite-ême
nombre de Fibonacci

et utiliser la relation Fitzz Di Vizo
(démontrez la por exercic) .

f I

le existe un variante de l'algorithmed'Euclide :

Algorithme binaire du pgad.



At algorithm utilizseulement dessoustractiseet des
(ad des simples décalages de bits)

Il se base sur les propriétés suivantes :

-2kz
· Si okef b sont pairs alors

pgad(2k , 2k2) = 2 pgad (k,kz)

· si a=2k est pair et best impair :

pocd (ak ,b) = pgad (k,b)
· si a et b sont impairs

pgad (a,b) = poad (a-b , b) .

Algorithme d'Euclide Etender

Eudide Etendu (a ,b)
Entrées ab = =0 , (a ,b) (0 ,

%-

&ties : un triplet (d,
U
,v) tel que dipged(ep)et d= au+ bv .

1
. Si b = 0 alors

2
. Renoyer (a ,

1
,%)

3 (9 , r) = (a que b ,
a mod b)

lopatient(

4 (d , viv) = EuclideEtendu (b ,
r)

5 . Remoyer (d ,
viv'- qv)

Preuve de correction

On remarque que si on ignore
les u et les



dans l'algorithme ,
on retrove exactement

l'algorithme d'Euclide recursif .

s termine et l'entier dDonc l'algorithmgad(b).est exactement

Il reste à montrer d =
autbu

&
où

U et V représentent e zème et sèure composent
de la Sortie

Por cela on procède por récurrence sur b
,
c'est

-
a dire sur la valeur strictement décroissante
do second argument des appels recursifs.
Initialisation : Si b=0 Euclidettendo (a ,d)

venvoie
I

(a ,
1

,%) et on a bien

a = a -1+b -0

pgad(a ,
d

Hypothèse de récurrence : Supposons que pour tout

couple ply) avec ocyb
EuclideEtendu( ,y) renvie

(d ,viv)

tel que
= dUxtvigd = Pod(a,y) et

Considerons maintenant a
,
b10

.
On ecrit alors

a = ab+r
,

orb
.

L'algorithme effectie donc l'appel recersifi
(d , vivi) = EudideEtendu(b

, r) .

Per hypothèse de récurrence, on ai

d = pgad(b,
r) et Ub+ viv = d

.

En remplacant r= a - ab on obtient

vb+ v(a-gb) = d

#
va+(v - gr)b = d



et l'algorithme returne exactement
Ja ,

vi
, unqu'l .

D

Remarope : Le temps d'execution de l'algorithme- d'Euclide -tendu est du même2

ordre de l'algorithere d'Euclide.


