
Algèbre et Arithmétique Effectives - 09/09/25
Gurs I

On portemfore un des plus vieux algorithme
de S

2) AlgorithmE d'EUCLIDE (Livre V del Elements
Il permet de calculer le plus grand commun&Niseur tiers

-(POCD) de deux en

Quelques rappels de divisibilité :

-

7) = ensemble des entiers relatifs =
= G - --- ,

- 2
,
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,
0
,
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,
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,
--- . %

7
0 = 20 . 1, 2 , ---4 : entiers positifs or

nuls

20 = (1 ,
2, -.. 2 : entiers positifs.

tre Pour nous positif (resp . nigatif) significno trol

conver strictement supérieur à zéro (resp . StrictementIinférieur a zero .

Ref : SoientOditquadsSeet o I

tel que : b = ac
.

Dans ce cas on dit ve a est un viseur
9de b b est un multiple de Q

et
S

↳9est divisibl -que -> per a

Si a ne divise pas b,
on ecrit atb .



ExempleL C
-

5/10 car 7) E tel
que 10 = 5 . 2

Il "bQ

3) 5 car VcETL 5 3 . C .

marque : a
,
b
,
c X

· ala, 1 ja , alo
· da >a= 0

· alb -alb tal-b
· alb et al => albic et alb -c

· alb et bl = al

&position : Fa,be on a :

alb et bla) a= 1b

En particulier Fat X

a) a= 11 .

Dif : Soient a,be .

-

On ditque de est un diviseur comne
2 -b si da et d/b.

On dit que deX est le plus grandcommun diviseur (pgad) si
· d = 0

· tout eutre diviseur commun divised.
(si d'la et d16 = dld) .



Ref:On
dithe que a,

bEX sont premiers entre
si pqcd(a ,b)= 1

Exemples

1) pocd (24 ,18) = 6

diviseurs de 24 : 0
,
0,0, 4,8, 8, 12, 24

diviseurs de 18 : 0
.0,0,6, 9, 18

=> pgad(18,29)=6

2) pgad (2025,0) = 2025 => Remarque : Fat<10)
pgad(a ,d) = a .
Attention
-

: pgad(0 ,d
est indefini .

Théorème Soient a
,
be tels ve a= 0 Qu- 9

b0 . Alors il existe de T ⑳
↳

tel d
que PgC (b)=

d
-

Demi
-

Si a=o => pgad(a ,b) = b .

Si b= 0 = pgcd(,b) = a .

Prisqpg(abb il sofse
230 .

↳ démonstrtion se base alors sur l'algorithme↓ Euclide du calcul du PECD .

On en décrit d'abord la version
dans la Proposition 2 du livre riginaledetee



Algorithme 1 : Algorithme d'Euclide version sostractive

EUCLIDE SOUSTRACTF (a,b)

Entrées : Deux entiers a
,

b >o
Sortie : poed (a ,b)
1
.

2
.

Tant queabforse
3. ai = a-b

G
.

sinon

bi = b - ai Renvoyer a

Exemple

gad(69, 16)
a=49ba=35

- a
=21
- ->

b= 14 b= 14 b= 14 >

=> pgcd(29 , 19) = 7.

Pour completer la démonstration il soffit dona de
démontrer la correction de cet algorithme :

1) Il fast montrer qu'il termine
2) le faut montrer que la sortie est effectivement le

bpgad (a , (

-> Exercia 2 du TDI

Remarque : L'algorithme 1 réalise automatiquement
des divisions euclidiennes

Q
a=35 ⑬a= G9 - - a

=21
->Et -> a=7

=
b= 14 b= 14 b= 14 b= 14 b= 7

Iabb S alb

=> 49 = 3 . 14 + 7



Théorème (Division Euclidienne

Soient a
,
be

&
b = 0. Alors il existe un unique

couple d'entiers (r) tel que
a = batr et ocrc(b)

onappelle p legent trle

Algorithme 2 : Algorithme d'Euclide classique

EUCLIDE (a,b)
Entrées : Deux entiers a

,

b >o
Sortie : poed (a ,b)
1
. Tant que

b+ 0 fair
2
. c=b

3 b = a mod b J(a,b) = (b, amodb)
a = C

5. Renoyer a

Algorithme d'Euclide Etendu

Thrinuefidentità de Bézout)

Soient a
,
b EX

S
(a
,b)= (0,6) , et soit dpged(e)

Alors il existe un couple d'entiers (v ,v) tels
que ~=

d
identità de
Be
-

zost
.



Exple :

a = 87
,

b= 24

87 = 24 . 3 + 15

↑ 24 = 15 . 1 + 9

15 = 9 . 1 + 6

#6. 1 + 3 = pgad (87,24)
6 = 3 . 2 + 0

3 = 9 - 6. 1 = 9 - (15 - a) =

= 9.2 = 15 = (24 - 15) . 2 - 15 =

- 24 . 2 - 15 . 3 = 24 . 2 = (87 - 24 . 3) . 3 =

O- ⑤3. 11 . 24
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