Algebre et Arithmétique Effectives Annamaria lezzi

TD 6
ANNEAUX ET IDEAUX

Exercice 1. Soit Z[v2] = {a +bv2 : a,b € Z}.
(a) Montrer que Z[v/2] C R est un anneau avec les opérations classiques
d’addition et multiplication dans R.

(b) On considere la fonction

foIval - ZVA
a+bvV2 — a—bVv2

Montrer que f est un automorphisme de Z[v/2] d’ordre 2.

(c) Pour x € Z[/2], on pose N(x) = x - f(z). Montrer que pour tout z,
y € Z[V2], N(z) € Z et N(zy) = N(z)N(y).

(d) Montrer que z est inversible dans Z[v/2] si et seulement si N (z) = +1.
Donner des exemples d’éléments inversibles dans Z[v/2].

Exercice 2.Soient I et J deux idéaux d’un anneau commutatif A. On dé-
finit :

I+J:={z+y|lzel, yecJ},
INJ:={xz€A|lzeletzecl}

1J = {Zxkyk

k=1

n>1, x, €1, ykeJ}.

(a) Montrer que I + J, I'NJ et I.J sont des idéaux de A.

(b) On considére dans Z les idéaux I = 1267 et J = 84Z. Déterminer
explicitement les idéaux I + J, INJ et 1J.

(c¢) Plus généralement, dans Z, si I = aZ et J = bZ avec a,b € Z, déterminer
les générateurs respectifsde I +J, INJ et 1J.

Exercice 3.

(a) Soit K un corps et A, P € K[X]. Montrer que la classe [A] est inversible

dans Ifj[,)? si et seulement si pged(A4, P) = 1.

(b) Déterminer pour quelles valeurs du parameétre a € F5 'anneau quotient

F5[X]

A=_——_"°o""1
(X?24+aX +1)

est un corps. Pour ces valeurs, quelle est la cardinalité de A.
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Exercice 4. On rappelle que pour p un nombre premier, on note I, := p%.
On considere ’ensemble A = F5 x F5 dans lequel sont définies les opérations
suivantes :

(a,b) + (a', V) == (a+d, b+ 1), (a,b)(d',b) := (aad’ + 30V, ab/ + a'b).
(a) Montrer que A est un anneau commutatif, dont on déterminéra les élé-

ments neutres par rapport a ’addition et a la multiplication.
(b) Montrer que I’application

0 :Fs[X]— A, > aX'— > (a;,0)-(0,1),

est un homomorphisme d’anneaux.

(c) Déterminer le noyau ker ¢ et I'image Im ¢ et définir Papplication cano-
nique

_ . F5[X]

" ker o

— Imep

donnée par le théoréme d’isomorphisme.

Exercice 5. Le but de cet exercice est de montrer ’existence d’un anneau ou
la décomposition en facteurs irréductibles n’est pas unique (contrairement a
ce qui se passe dans Z ou dans K[X]), afin de voir que cette propriété n’est
pas une évidence en soi.

On désigne par A = Z[iv/5] C C l'ensemble des nombres complexes de la

forme z = a + biV/5 avec a,b € Z.

(a) Soient + et - respectivement I’addition et la multiplication dans C. Mon-
trer que (A, +,-) est un anneau intégre et que si on définit N(2) = |z|?,
ou |z| dénote le module d’'un nombre complexe, alors N définit une ap-
plication A — N telle que N(zz') = N(2)N(2').

(b) Déterminer les éléments inversibles z de A (en montrant d’abord qu’un
tel élément z vérifie nécessairement N(z) = 1).

(c) Déterminer explicitement tous les éléments z € A tels que N(z) = p
avec p € {2,3,4,6,9,12,18} (& savoir les diviseurs entiers de 36 autres
que 1 et 36).

(d) Montrer que ’élément 6 admet dans A les deux décompositions en élé-
ments irréductibles

6=2x3=(1+14V5) x (1—1iV5),

que ces décompositions ne sont pas équivalentes (aux inversibles pres),
et qu'il n’y a pas d’autres décompositions de 6 dans A (a l'ordre pres
des facteurs, et & éléments inversibles pres).

(e) On consideére I'ensemble I := {a 4+ bi\/5:a =b (mod 2)}. Montrer que
I est un idéal de A et que I = (2, 1 +iv/5). Montrer que I n’est pas un
idéal principal, c’est-a-dire il n’existe pas g € I tel que I = (g).

UNIVERSITE GRENOBLE ALPES
2025-2026



