Algebre et Arithmétique Effectives Annamaria lezzi

TD 2
NOMBRES PREMIERS, RELATIONS D’EQUIVALENCE

Exercice 1. Soit n > 2 un entier. Montrer que n est premier si et seulement
si n n’admet aucun diviseur premier inférieur ou égal & \/n.

Exercice 2. Démontrer le théoreme d’Euclide :
Il existe une infinité de nombres premiers.

Indice : Supposer par l'absurde qu’il existe un nombre fini de nombres pre-
miers, pi,...,Pr, €t considérer le produit py - - - py + 1.

Exercice 3. Montrer que, pour tout nombre premier p, le nombre /p n’est
pas rationnel.

Exercice 4. Soit p un nombre premier. On définit la fonction v, : Z \ {0} = N
de la maniére suivante : pour tout entier n # 0, si n = p®m avec p { m, alors
vp(n) :=e.

a) Montrer que tout entier n 0 admet une factorisation en nombres
q
premiers de la forme
n =4 H pl/p(n),
P

ou le produit est pris sur ’ensemble des nombres premiers.

(b) Montrer que, pour a,b # 0,
alb <= 1p(a) <yp(b) pour tout nombre premier p.

(c) En déduire que le plus grand commun diviseur de a et b peut s’écrire

pged(a, b) = Hpmin(l’p(a)vvp(b))_
p

(d) On prolonge la définition de v, a Z en posant
vp(0) = oo.
ou oo satisfait les régles suivantes :

e 00 >a pour tout a € Z,
e 0+a=a+00=00+00=00 pourtoutac€Z.

Montrer que pour tout a,b € Z, on a
vp(a-b) = vp(@) +v,(b). et vy(a+b) > min{uy(a), v(b)}.

et que I'égalité vp(a+b) = min{v,(a), vp(b)} est vraie si vp(a) # v,(b).
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(e) On prolonge encore la définition de v, & Q en posant, pour a,b €
Z\ {0},
l/p<%) = vp(a) — vp(b).
Vérifier que cette définition est bien posée, c’est-a-dire indépendante
de Pécriture de a/b.
(f) Soit K un corps. Une application v : K — Z U {oo} est une valuation
discreéte si, pour tous x,y € K,
e v(zy) =v(z) + v(y),
e v(x +y) = min{v(@), o(y)},
e v(z) =00z =0.
Montrer que v, est une valuation discrete sur Q, appelée valuation
p-adique.

Exercice 5. On considére sur Z la relation suivante : soient a,b € Z
a~bsla—0b <2

Est-ce que ~ est une relation d’équivalence ? Si oui, décrire pour tout a € Z
la classe d’équivalence [a] de a et I'ensemble quotient Z/ ~.

Exercice 6. On considere sur R la relation suivante : soient z,y € R
z~y e x?=y2

Est-ce que ~ est une relation d’équivalence ? Si oui, décrire pour tout x € R
la classe d’équivalence [z] de x et ’ensemble quotient R/ ~.

Exercice 7. Soit n € Z~¢. On considere sur Z la relation suivante : soient
a,beZ
ar~pben|(a—D>).
1) Montrer que ~,, est une relation d’équivalence.

2) Montrer que pour a € Z, on a [a]~, = [r]~,, ou r est le reste de la

division de a par n.
3) Décrire 'ensemble quotient Z/ ~,.

Exercice 8.

(a) On définit la relation ~ sur I’ensemble N x N par : (a,b) ~ (¢,d) <=
a+ d = ¢+ b. Montrer qu’il s’agit d’une relation d’équivalence, et
donner une bijection entre (N x N)/ ~ et Z.

(Remarque : c’est de cette maniére qu’on définit 7 a partir de N en
théorie des ensembles. A noter que cette définition n’implique pas d uti-
liser de soustraction.)

(b) On définit la relation = sur Z x (Z\ {0}) par : (a,b) = (¢,d) <= ad =
bc. Montrer qu’il s’agit encore d’une relation d’équivalence. En vous
inspirant de la question précédente, pouvez-vous deviner & quoi sert
cet ensemble 7
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