
Algebre et Arithmatique Effectives - 17/09/26
Gurs 2

La dernière fois

& Z owedThéorême 1 : Scient ab 4 la
exis dex

=
04= (0 ,% .

Alors il te tel que
pgcd(a,b) = d

S↑me 2 : Scient a
,
beX

, byAlorsie sexiste un unique
(9,r) tel que
a =ba+ r

N

et or> /b) .
↑
-
a mod b

Den théorème +
a quob

La démonstration est basée sur l'algorithme
d'Eudide du calcul du pgad.

Puisque d/ad/-a ,
on a Va be,

(a ,b)= (0.0) , poad(a ,b) = poad((a) , 1617 .

Donc sans perte de généralité on pert supposer
a
,
bz0.

Algorithme d'Euclide

Euclide (a,b)
Entre : a

,bezo tels que (a ,b)+ (90) ·-

Fortie . pgad (2 ,b)

1. Si ach
,
(9 ,b)< (b, a)

2. Tant que 630 :

(a,b) = (b , a mod b) : division
euclidienne

3. Renvoyer a



Quelques rappels de théorie de la complexità
Dans l'analyse dan olithee se u des buts

&

est d'estimer catal em function
de la taille de l'entrée
-

Pour un entier la taille est le nombre de bits
necessaires par représenter at entier en mémoire,

On dénote la taille d'un entier a tX per
len(a) (de l'englais length) .

On a :

len (a) = G(log(a+ 1 ,
sta+

& Sia= 0

Por décrive la croissance de temps de calcul
on utilise souvent une notation asymptotique .

Soient f ,g deux fonctions a valeurs velles :

· Grand - O (0) (limite supérieure - pire ces)
f(n) = 0(g(n))<) = c, no > 0 telles que

18()) =4/(n)fn = no

· Grand-Quege (1) (limite inférieure - meilleure)ws

f(n) = es(g(n)) > 72 ,
4030 telles e

1f(n)=< /g()) , Unzuo

· Thête (0) -crassance exacte - cas mogen

f(n) = 0 (g(n)) > f(n) = 0((n) et
f(n) = e(g(n)) .

#> Jan , ca , no so telles que

1g(n)/ < 18(n)) < 1g()).



= r(9)#I
n = 0(nz) = 0(n)) = 0(2)

Exemple
-

op) i temps
de econstant , per importe la talse

Oflog(n) = temps logarithmique
Of) : temps linceire

OG4) : temps exponential .

Théorème (Chapitre 3
.
3 de Shoup)-

Soient a
,
be :

1) On peut calcular al b en Ofle(a) + en(b)
temps lineire

2) On peut calculer ab en Offenlot - En (b). .

3) Si bo on peut calculer
.
a quob et

a mod b en Offen() e la

Attention il existe des plus rapides-

pour calcular Gloprithmeacations et des
divisions.



Coût de l'algorithme d'Euclide

Nous devons estimer :

① Le nombre d'itérations (c'est-a-dire le nombr
de divisions euclidiennes)

② Coût de chaque itération (c'est-à-dire le cost
de cheque division)

To = a

Me = b

1) ro =mat (0cE(m)
2) m = 1292 + v (0<E > (2)

I" Vor = Nai +v (0) N < 4)
Ritirations

i pgad(ab)
- 1) Koz = En Pron(0 << Non
2) Fon = 92 (rm =0)

Combien ça nut I or plus ?

Erème : Soient a
,
be avec a= b > 0S

L'algorithme d'Euclide effective au
plus

+e
,

=> O(log(b)) = O(em(b)

divisions euclidiennes
,

où d : = est le nombre d'or

(p2= a+ 3)

Da Ib>o
,
alors 730 effeche vision)



Si 1 = 1
,
alors l'inoncé est vrei (Carb

On montre que Vizo, --, 201 , on a :

-Mi 2 piL
Or procede per récurrence : >
Initialisation : io = 1= V
->i = 1 -1-1 2 k+ 1 2 = p
&I IS

1
,
62

-1
V

Pour i = 2
,-..

201 on obtient per recurrence :

Foi Ko(ion) + Mo (i-2) 2 + di-z =

--

↑

pi

↑ tit f X -i +2 = pi () = gi
hypothèse de 2

930 recurrence

Pour i = 1 - 1 on a :

1- 1
2 P
#

b 2 O
2- 1↓

H
log(b) = log(pt-1)
#

log(b) = (+-e) tog(d) or
D



A chaque itération le temps de colore

est 0jen(r)en(i))
On peut montrer que le coût total

est :

.

J = en (ri)en(ail (een(a)ten(b)
Theorie G

.

2

Shoup

Eremus . Le coût de calcul de Euclide(ab)
est Olem(d)(en(b)) -

Il existe un variante de cet algorithme :

Alprithme binaire do poed : utilise seclement
des Soustuchons et des multiplications OU

divisions per 2 (m silple décalage de bits)
Il se base aussi sur les propriétés suivantes :
· si les deux entiers sont pairs :

PGCD(2a ,2b) = 2 PGCD(a ,b)

· si un entier est pein et l'outre vimpeir :

PGCD(20 ,b) = PECD(a ,b)
impeir

· si le deux entiers sont impoirs :

POCD (a,b) = pocD(a -b,b) .



Algorithme d'Euclide Etendu

Thrinuefidentità de Bézout)

Soient a
,
b EX

, (9b= 100) , et soit dpgedle)
Alors il existe un couple d'entiers (U ,v) tels
que

aut bu = d->
identità de
L

Be
-

zost
.

Exemple T
-

a = 87
,

b= 24

87 = 24 . 3 + 15

24 = 15 . 1 + 9↑ 15 = 9 . 1 + 6

#6. 1 + 3 = pgad (87,24)
6 = 3 . 2 + 0

3 = 9 - 6. 1 = 9 - (15 - a) =

= 9.2 = 15 = (24 - 15) . 2 - 15 =

- 24 . 2 - 15 . 3 = 24 . 2 = (87 - 24 . 3) . 3 =

O- ⑤3. 11 . 24
v5

W



Ful
2 :

1) pgad (13, 21) = 1
1 = 5 . 21 - 8 . 13

== 8 . 21 a 13 . 13

2) pgad (2926 , 2045) = 22
22 = 7 . 2926 - 10 .2046

.

Exo 4
-

Soient a
,

be
,
(a,b) = (0.0) soit d=pgadleb)-

1) S'il existe ste] tels que
astbtar

,
cors dr .L C

Puisque d= pgad(ab) = da et alb =>S=> 7 KEX tel que andk et 7 k'EX

tel
que

badk'
.

Donc en remplaçant on obtient :

dk . s+ dk't = r
#

d(ks + kt) = r-
EX

↓

d/r .

Corollaire Silexiste TesoSe pgade ,4 1
- ↓



2) Soient yvetels que d=autbu
,
cors

pgcd (yv) = 1 .

Methodes Per l'absurde on suppose poad (vv) = d's I
-- I

=> d'lu et d'Iv = 7 k
,
k'EX tels que

U = dk et v= dk ↓Dona
,

en remplecant dans di autbu, anobtient :

d = adk + bdk' = d'(ak+ bk) = d'ld
=> JzeT tel

que d= d'z (z-d)
Donc yz = (/(ak + bk)) = z = ak+bk
=> d = poad(e ,b)/2

cred

de3 : d = pgd(2,b) = 7 axcX +
- q

dx= a et dx = b

Donc :

↓ = autbv = dart dav
And 0

1 = xu + av

↓ conlaive

pgad(0,4)= 1 .



Algorithme. ) Euclide Etendul
EuclideEtendo (2

,b)

Entries abekzo
,
(a,b)+ (0,0)-

Sortie un triplet (d ,
0
,2) tel que prod(e,b)=d-

et d = au+bu .

1 . si asb :

2
. (d , v,v)= Euclide Efendu (b,ot
3. Renvoyer (d ,40)

N-

4
.
Si buo : Renvoyer (a,1, 0)

55. (9 , r) = Ja gob, a mod b)
6. (d , viv)= Euclide Etendu (b

,
r)

7 Renvoyer (d ,v , voqul


