
Arithmatique et Algibre Effectives - 10/09/26
Gurs I

On port de
l'introire, un

des plus vieux algorithme
de S

2) AlgorithmE d'EUCLIDE (Livre V del Elements
Il permet depilculerle plus gra

se commun

&Niseur tiers
-

Quelques rappels de divisibilité :

-

7) = ensemble des entiers relatifs =

= G - ---
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0 = 20 .

1
,

2
, ---4 : entiers positifs or

nuls

20 = (1 ,
2, -.. 2 : entiers positifs.

tre Pour nous positif (resp . nigatif) significno trol

conver strictement supérieur à zéro (resp . StrictementIinférieur a zero .

Ref : SoientOditquadsSeet o
I

tel que :

b = ac
.

Dans ce cas on dit ve a est un viseur
9de b b est un multiple de Q

et
S

↳9est divisibl -

que -> per a

Si a ne divise pas b,
on ecrit atb .



ExempleL C
-

5/10 car 7) E tel
que 10 = 5 . 2

Il "bQ

3) 5 car VcETL 5 3 . C
.

marque : a
,
b

,
c X

· ala, 1 ja ,
alo

· da >a= 0

· alb -alb tal-b
· alb et al => albic et alb - c

· alb et bl = al

&position : Fa
,
be on a :

alb et bla) a= 1b

En particulier Fat X

a) a = 11 .

Dif : Soient a
,
be

.

-

On ditque de est un diviseur comne
2 -b si da et d/b.

On dit que deX est le plus grandcommun diviseur (pgad) si
· d = 0

· tout eutre diviseur commun divised.
(si d'la et d16 = dld) .



Ref:On
dithe que a

,
bEX sont premiers entre

si pqcd(a ,b)= 1

Exemples

pgcd (24 ,18) = 6

pecd (14 ,
49 = 7

Pgad (2024 ,0) = 2026 => Remarque : Fat(10)
pgad(a ,d) = a

.

Attention
-

: pgad(0 ,d
est indefini .

Exercic T Calculer pgad(1250, 462) . (Risbet 42)

Théorème ve afo o- Soient a
,
beX tels

q
b0 . Alors il existe de Kyo
tel d

que pgc (2 ,b)= d .

Un algorithme pour calculer le est
détaillé dans la Proposition 2 dipodzivre vil
des Elements .

Euclide écrivit :

1

Position2 : Etant donnés deux nombres
qui we sont pas premiersentre eux

,
calcule Cur pgad

comme si les nombres étaient la longueur de

O O
segments

Soient AB et CD deux nombres donnés

qui m sout pas premiers entre eux - - -

11

Exemple pratique de l'algorithme originie se

proposé Euclide :



Pad (69, 14)
-

la différence entre le plus grand at- M
lentier 14

,
49-14= 35 le plus patit

perpetit
- -

14
,
35-14 = 21

-
-

14
,
21 - 14 = 7

- -

deux enI , 14-7 =z I Jobtiens tiers

Egaux : ca est le piad
↓
Pgcd (49, 14) = 7 .

Exercice : Ecrive at algorithme

Algorithme 1 : Algorithme d'Euclide version
& Soustractive :

EuclideSoustratif (a ,b)

Entries : Deux entiers a
,
b > o

Sortie : pgcd(a ,b) .

1
.

Si a sb : (a ,b) = (b ,
a)

2. Tant que a+ b :

3 (a ,b) = (b,
a-b)

4
.

si a< b : (a ,b) = (b,a)

5. Renloyer a

Comment prover que l'algorithme - est
correcte ?

1) le fact monther qu'il termine .

2) Il faut montre que la sortie est effectivement
le pgcd (a ,b).



Preuve
-

1) Prevve de terminaison

si azb l'algorithme s'errête.
&

Si ab
,
a chaque etape la plus grandC

del deux valeurs diminue strictement ↑

Étant donné gie es devXentiers sont
t Hendreon T Q unpositifs , fini for point

di a =
b et l'algorithme S'arrête

.

2) Previe de correction

Il suffit de montrer que poad(a ,b) = poad(b,00b)
Den D'après un résulbet précident , il suffit~ I

-

de montrer que -

&ed(p,b) (pgad(b ,
a-b) et Legad(b,

a-b)/pgcd(a,b)

Puisque le poed sont positfs, cla implique
que pacd(a ,b) = pgad(b ,

a -b)

① Soit d = pgad(a,b) => da et alb
=> d/-b et da = dla-b etalb
=> d(pgc(b,

a-b) .

② Soit d' = pgcd(b, a-b) =) d'16 et da-b

=> d'/6 et d'(b+ (a-b) =d'la et dl
=> d'Ipgcd(a,

b)

Donc did of didd a
d = d'

.

a re on wCela implique que
choyse étaque

Er &
·
Pour concluse ilchange,per

venatoe
Soffit ver que pgcd(a,a) = a &
V Q E 7) Donc sortie de notre202 . algorithme
est E poed des entrées

.



Remarque - PGCD (32,6)
-

⑳ 6 32

① 6 26

② 6 20

③ 616

① 6 8

-> c'est le reste
O⑤ 6 2

X
C

nombre d'itérations 32 = 6 : 5 + 2
est le quatient * Prestod la division evalidienne

quatient

Donc l'algorithme f réalise automatiquement
des divisions erelidiennes .

Rappel :

Theorime (Division euclidiente)
Soient a

,
bEX

,
byo. Alors il existe un

unique couple d'entiers (p , r) tel que
a = ba+ r et orcb .

On appelle q le quant de la division et

on a note a quo b (or (5)).
On appelle e le t de la division et

on te note a mod b.

Exemple : a = 47 et b= 0

a quo b= 5 a mod b= 7



Aprithme2 : Division Euclidienne

Division Euclidienm(p,
b)

tes : a
,
beX tels que azo

et by o

Sortie -
l couple (pr) tel que a= batr-

avec Or <b
-

1
. (9 , r) = (0 , a)

2. Tantau r =b :

3. rt r- b

a 95q+ 1

5 Renoyer (9 ,
r)

Alprithme 3 : Algorithma d'Euclide classique-

Euclide' (a,
b)

Entries : abeX tels
que a

,
b>0

Sortie : pgad (9,b) .

1
. si acb : (a , b) = (b ,a)
2. Tant que b> 0 :

3. (a ,
b) = (b a mod b)S-

b corc'est le reste de
4

. Renvoyer a

la division

Exercia

Témontrer les assertions suilantes:
1) Va,

b
,

ceX
,
alb et al > albic .



2) a
,
bc e , albet bk => al

3) Fa,be ,
si alb et bla = a= b

.

e alb ,
I deX te ope

boad

see tq ese

b+c = ad + ad =a
=> alb+c

2) Puisque alb ,
7 dEX tel que

boad

Puisque

Donsiti telque
c=bd

c= bd' = add => alc
~

EX

3) Si a= o or b = 0 l'énoncé est vrai
Donc on peut supposer byo

Puisque alb ,
I de tel

que
bead

.

Puisque bla ,
7 d'eT tel

que a= bd

Donc :
by0

b= ad = bdd + b= bdd) =) dd = 1

=> d
,
d = =1 = a = =b

.


