Algebre et Arithmétique Effectives Annamaria lezzi

TD 4
THEOREME CHINOIS DES RESTES

Esercice 1. Le grand-pére Mario a trois petits-fils, Alice, Bob et Charlie,
agées respectivement de 17, 16 et 4 ans. Le grand-pere dit a Alice : « Pour
obtenir mon age, il faut un multiple du tien plus celui de Bob. » Puis,
s’adressant a Bob, il ajoute : « Pour obtenir mon age, il faut un multiple du
tien plus celui de Charlie. » Enfin, il dit a Charlie : « Sais-tu que mon age
est exactement un multiple du tien? » Quel est ’dge de grand-pere Mario ?

Esercice 2. Soient nj,ns € Z~q et soit d = pged(ng, ng). Soient aj,as € Z.
Montrer qu’il existe un entier z tel que z = a; (mod n1) et z = az (mod ng)
si et seulement si a1 = ag (mod d).

Esercice 3. Soient nq,...,n; des entiers positifs premiers deux-a-deux, et
N =1t n;. On définit

R/ L ... L
0: w7z — mz X X

laly  — ([alny,---,[a]ng)-
Pour «, 8 € Z/NZ, on note 6(a) = (a1, ...,ax) et 0(8) = (B1,- .., Bk)-

a) Montrer que 6 est bien définie.

)
b) Montrer que # est une bijection.
¢) Montrer que 8(a+3) = (a1 +p1, - .-, ap+8k) et 8(aB) = (@15, - - -, aPr)-
d) Montrer que pour tout m > 0, (a™) = (of*, ..., o).
e) Montrer que « est inversible si et seulement si «; est inversible pour
tout 4, et que le cas échéant, f(a~!) = (041_1, ... ,a,?l). En déduire qu’il
existe une bijection entre (%)X et (%)X X oo X (%) g

Esercice 4. On rappelle que pour tout n € Z-q la fonction ¢ d’Euler (ou
Uindicatrice d’FEuler) est définie de la fagon suivante :

pn)={acZ:1<a<n,pged(a,n) =1}.
e1 es

Dans cet exercice on veut démontrer que si n = p'psy° - - pfr, ou les p; sont
des premiers distincts et e; > 0 pour tout ¢, alors :

p(n) = (" —pP P —ph) - (p — P ). (1)

a) Montrer que si p est premier alors p(p) =p — 1.

b) Montrer que si p est premier et s € Z~q, alors p(p®) = p® — p>~L.

¢) Montrer que ¢ est une fonction multiplicative, c’est a dire que ¢(nm) =
©(n)e(m) chaque fois que n et m sont deux entiers premiers entre eux.

d) Déduire des points précédents la formule (1).

UNIVERSITE GRENOBLE ALPES
2024-2025



