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GEOMETRIE ET POLYNOMES
Planche 3 : Polynémes

1 Opérations avec les polynéomes, degré, division eu-
clidienne

Exercice 1. * Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels \, i afin que
X4+ AX3 + X% + 12X + 4 soit le carré d'un polynome de R[X].

Exercice 2.
Soient n € N* et K=Q, R ou C.

1. Montrer que VP € K[X]<,, 3P € K[X]<, tel que P(X?) = P(X)P(—X).
2. Etablir que 'application
¢ K[X]<n = K[X]<,

PP
est bien définie et vérifie ¢(PQ) = ¢(P)p(Q).
3. A-t-on ¢(P + Q) = ¢(P) + ¢(Q) 7

Exercice 3.

Soient U,V € K[X]. Montrer que U + V et U — V sont constants si et seulement si U et
V le sont. On suppose U? — V2 constant et non nul. Montrer que U et V sont constants.
Dire pourquoi U? — V2 = 0 n’implique pas que U et V sont constants.

Exercice 4. *

Soient P, € K[X]| deux polynoémes de degré n et d respectivement. Déterminer le degré
de Po(@ et de Qo P.

Exercice 5. *

Soient P € R[X] et a € R. Montrer qu'il existe un unique Q.(X) € R[X] tel que
Qu(X —a) = P(X). (Q(X — a) est le développement de P en a.) Déterminer @, lorsque
PX)=X34+2X+1leta=1.

Exercice 6.
Soient (o, 8) € C*2 tels que o # 3, soit A € C[X].
Montrer que 3! P € C[X] tel que P(X —a) + P(X — ) = A(X).



Exercice 7. *

Faire la division euclidienne de 3X°+4X?+1 par X?+2X +3 dans Q[X], et de 4X3 + X?
par X + 1+ dans C[X].

Exercice 8.
Calculer le reste de la division euclidienne du polynome X" 4+ X + 1 par le polynome
(X —1)2

Exercice 9.
Pour n € N, montrer que le polynome (X — 1) + X2+ est divisible par X? — X + 1.
Trouver le quotient si n = 2.

Exercice 10.
Déterminer a,b € Z de facon a ce que le polynome a X" — bX"™ 4 1 soit divisible par le
polynéme (X — 1)%. Calculer alors le quotient des deux polynomes.

Exercice 11. *

Soit P un polynome. Sachant que le reste de la division euclidienne de P par X — a est
1 et celui de la division de P par X — b est —1, (a # b), quel est le reste de la division
euclidienne de P par (X —a)(X —b) ?

Exercice 12.
Soit P € K[X] tel que les restes des divisions de P par X% + 1 et X2 — 1 valent respec-
tivement 2X — 2 et —4X. Quel est le reste de la division de P par X* —1 ?

Exercice 13.
Soient A, B, P € K[X] avec P non constant. Montrer que si A o P divise B o P, alors A
divise B. Que peut on dire de la réciproque ?

2 Racines d’un polynéme

Exercice 14. *

Déterminer le polynéme P € R[X] de degré au plus 3 tel que P(0) = 1, P(1) = 0,
P(—1) = —2 et P(2) = 4.

Exercice 15.
Trouver les racines complexes de X? — (3 +44)X — 1 + 7i.

Exercice 16.
Soit P € R[X] tel que P(xy) = P(z)P(y) pour tous z,y € R[X]. Quelles sont les racines
possibles 7 En déduire les P satisfaisant cette relation.

Exercice 17. *
X

Montrer que 1 + % + )g—,z + -+ TT n’as pas de racine multiple.



Exercice 18.
Soient P,Q € K[X] tels que X? + X + 1 divise P(X?) + XQ(X?). Montrer que P(1) =
Q(1) = 0. Que peut on dire de la réciproque ?

Exercice 19.
On considere la famille de polynomes définie pas récurrence par Py = 2, P, = X et
Pn+2:XPn+1—Pn, Sln>2

1. Calculer P, et P3. Déterminer degré et coefficient dominant de P, pour tout n.

2. Montrer que pour tout z € C* on a P,(z + 27') = 2" + z7". En déduire une
expression simple pour P,(2cosf) ou 0 € R.

3. Déterminer les racines de P,.

Exercice 20. *

Soit P = X%+ X? 4+ X% 4+ 3 € R[X]. Montrer que P n’a pas de racine réelle. P est-il
irréductible dans R[X] 7

Exercice 21. *

Donner une condition nécessaire et suffisante sur p, g € C pour que les deux équations
A2 4p=0
P+z4+q=0

alent deux solutions communes distinctes.

Exercice 22.
Soient P € R[X] et Q(X) = XP(X) + (2 + 3i) € C[X]. Montrer que si z est une racine
de @ alors z ¢ R et Q(z) # 0.

Exercice 23.
Trouver tous les polynomes divisibles par leur dérivée.

Exercice 24.
Résoudre I'équation d’inconnue P € R[X] suivante

X(X+1)P 4+ (X+2)P —P=0

Exercice 25.
Montrer que Vn € N 3P, € Q[X] tel que P, — P, = X™.
Calculer P,.



3 Polynémes irréductibles

Exercice 26. *

Décomposer sur C puis sur R : X* —1 et X3 + 1.

Exercice 27.

Déterminer tous les polynomes P et Q € R[X], sans diviseurs communs, tels que P?+Q? =
(X2 4+ 1)%. En déduire que I'équation z* + y* = 2? a une infinité de solutions (non
proportionnelles) dans Z.

Exercice 28. (Application : décomposition en éléments simples)

Soient P,Q € K[X], @ # 0. Soit Q = Q¥ ...Q* la décomposition de Q en facteurs
premiers. On se propose de montrer que la fraction rationnelle P/Q) peut s’écrire de fagon
unique comme suit :

P Rll le) (er Rrk)
_:S+(_+...+ 1 I 4+ 4 r
Q Ql Ifl Qr Q?Ifr

ou S € K[X] et pour tous 1 < i < retl < j <k, Rj est un polynome de degré
strictement plus petit que celui de @Q;.

1. Montrer d’abord qu’on peut écrire de facon unique g =S+ g, avec R un polynome

de degré strictement plus petit que celui de Q.
2. Montrer que si Q = AB avec A et B premiers entre-eux et P ayant degré strictement
plus petit que @ alors il existe deux polynomes uniques C' et D tels que
P C n D
Q A B
et les degrés des numérateurs strictement plus petits que les degrés des dénominateurs.
3. Montrer que si @) a degré strictement plus grand que P et est de la forme H™ alors
on peut écrire de facon unique :
P_Ri R R
Q H H? Hn
ol tous les R; ont degré plus petit que celui de H.
4. Déduire des points précédents I'existence et unicité de la décomposition.
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5. Trouver la décomposition en facteurs simples de TR

Exercice 29. * (rattrapage 2015-2016) On considére les polynomes P(X) = X6+ X5 —
4X4+2X3 —11X?+ X —6 et A(X) =6X3+5X2—22X + 1.

1. Calculer le quotient @) et le reste de la division euclidienne du polynome derivé P’
par A.

2. Montrer que les racines complexes de () sont aussi des racines de P.

3. En déduire la décomposition de P en facteurs irréductibles dans R[X], puis dans

ClX].



