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Chapitre 3

Polynomes

I. Les polynomes

1. Définitions
Définition 3.1

Un polynome a une variable est une expression de la forme

ap X"+ ap, 1 X"+t X +ag = Zak’Xk
k=0

ou X est un symbole appelé indéterminée ou variable du polynome. Les a; sont les coefficients.
On note K[X] I'ensemble des polynémes a coefficient dans K. Ici, K =R, C ou Q.

Définition 3.2

La fonction polynome associée & P =Y/, apX k est I'application notée par abus P : K — K
définie par P(z) =Y ,_, axz".

Remarque: Ne pas confondre polynome, qui est une suite finie de coefficients comme un vecteur
mais avec des regles de calcul différentes, et fonction polynoéme, qui est une application.

Définition 3.3

SiP=>,, apX* avec a, # 0, on dit que P est de degré n et on note deg P = n, a, est
appelé coefficient dominant de P et si a, = 1, on dit que P est unitaire.

Notation 3.4

Par convention, le polynome nul P = 0 est de degré —oo.

Exemple: P = 3X?2 +2, alors deg(P) = 2. Q = X5 +3X*+2X3 —4X + e est unitaire de degré 5. R = 2
est de degré 0.

Définition 3.5 (Somme et produit)

On effectue la somme et le produit de polynomes comme pour les fonctions classiques. En
regroupant les termes de méme degré, on peut si besoin écrire les formules générales : Si
P=ay+- ---4+a,X"et Q=0by+---+0b,X™, alors on définit la somme de P et () par

max(n,m)

P+Q= Y (a;+b)X

=0
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et le produit de P et Q) par
n m A n+m J A
P - (Sat) (0] <3 (om0
k=0 i=0 j=0 \i=0
en posant a; = 0 pour ¢ > n et b; = 0 pour j > m.

Définition 3.6 (Composée et dérivée)
SiP=ay+...a,X"et Q=0by+ -+ b, X™, alors on définit le polynome dérivé de P par

n
= E na, X" 1
k=1

et on définit la composée de P par () par

Lemme 3.7
Pour tout P,Q € C[X] on a

deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)),

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q),
deg(P') = deg(P) — 1 si deg(P) > 1,

deg(P(Q)) = deg(P) deg(Q).

Démonstration : D’apres les formules ci-dessus. |

Exemple: Attention, 'inégalité dans le degré d’une somme peut étre stricte : X2 + 1+ (—X2 +3X) =
3X + 1.

2. Division euclidienne
Théoréme 3.8

Soient A, B deux polynémes avec B # (0. Alors il existe un unique couple de polynomes ), R
vérifiant

A=BQ+ R et deg(R) < deg(B).

Les polynomes () et R sont respectivement le quotient et le reste de la division de A par B.
Si R =0, on dit que B divise A ou que A est un multiple de B.

Démonstration : Pour 'unicité supposons que BQ+R = BQ'+R’, on arrive a la relation B(Q—Q') =
R’ — R et on utilise la condition sur le degré pour en déduire deg(R— R’) < deg B, donc nécessairement
Q=Q et donc R=R.

Pour 'existence on le prouve par récurrence forte sur le degré de A sachant que le cas deg(B) <
deg(A) est évident. Soit donc X™ avec n > deg(B). Définissons C par C' = X" —1/a X"~ 4&(B) B avec
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a coefficient dominant de B. Le terme de C' d’ordre n vaut 0 donc deg(C) < n — 1 et on applique
I’hypothese de récurrence. |

Exemple: On effectue la division de X® par 3X2 + 4. On trouve

X° = (3X%24+4)(1/3X3 —4/9X) +16/9X.

Remarques: Remarquons les faits suivants :
e Toute constante non nulle divise un polynome.
e P divise toujours P.
e La division dépend de I’ensemble ot vivent les coefficients. X? + 1 n’admet comme diviseur
dans R[X] que les constantes, or dans C[X] X — i le divise car X? + 1 = (X —i)(X +1).

II. Racines d’un polynome

1. Définition
Définition 3.9

On dit que a € K est une racine de P € K[X] si la fonction polynéme associée a P vérifie
P(a) = 0.

Remarque: Tout dépend quel ensemble on considere : le polynome X2 + 1 n’a pas de racine
réelle, mais il a deux racines complexes. De méme X? — 2 a deux racines réelles mais pas de racine
rationnelle.

Lemme 3.10

Soit P un polynome, a est une racine de P si et seulement si X — a divise P.

Démonstration: On effectue la division de P par X —a. Alors P = Q.(X — a) + R mais deg(R) < 1
donc R est une constante et en prenant la fonction polynéme en a, on a P(a) = R(a) € K donc
P =Q.(X —a)+ P(a). On a donc (X — a) divise P si et seulement si P(a) = 0 c’est a dire ssi a est
racine de P. |

Corollaire 3.11

Si ay, g, ..., ar € K sont des racines distinctes de P € K[X], alors Hle X — o, divise P.

Démonstration: Comme oy est racine de P, il existe @1 € K[X] tel que P = Q1.(X — a1). On a
donc P(ag) = 0 = Q1(a2)(ag — a1). Comme ay # a1, ag est nécessairement racine de ¢ donc il
existe Q2 € K[X] tel que P = Q2.(X — a2)(X — a1). On recommence en calculant P(«a3) et comme
a3 # a1, s, as est racine de Q2. Ainsi de suite. A la fin, on a P = Qg Hle X — «; d’ou le résultat. W

Corollaire 3.12

Un polynome de degré n a au plus n racines.

Démonstration: On utilise le lemme précédent, et le fait que le produit de (X — a;),1 < i < n est
de degré n. |
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Proposition 3.13

Soit P € R[X]. Si a € C est racine de P, alors & est aussi racine de P

Démonstration: On pose P =) }_,ar X" € R[X].Comme a est racine, on a P(a) = > }_,apa® =0
mais en prenant le conjugué, on a

d’apres les regles de sommation et multiplication du conjugué et puisque ax = ai. Donc & est racine
de P. |

2. Relations coefficients-racines
Proposition 3.14

Soit P = X? + pX + q. Soient o et 3 ses racines. Alors a3 = q et a + 3 = —p.

Démonstration: On développe I'égalité P = X2 + pX + ¢ = (X — a)(X — ) et on identifie les
coefficients. [

Proposition 3.15

Soit n > 2. Les n racines n-ieme de l'unité wq,wn, ..., w,_1 sont les racines complexes du
polynome X™ — 1. On a donc

—_

3

n—1
Wy = et H Wp = (_1)n+1
k=0

i

0

Démonstration: Comme les wy sont les racines, on a X" — 1 = Z;é (X — wg). Il suffit alors de
développer et d’identifier les coefficients en X" ! et les termes constants pour obtenir les formules. W

Remarque: L’autre formule classique avec les racines n-eme vient de la formule de la somme
géométrique

n—1
X"—1=(X-1)> x*
k=0

D’autre part, en factorisant X™ — 1 par ses racines, on a

n—1
X"—1= H(X — wy,) avec wy, = el
k=0
n—1 n—1
Donc en divisant par X — 1 et en identifiant, on obtient ZXk = H(X — Wg).
k=0 k=1
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3. Multiplicité
Définition 3.16

On dit que « est une racine de multiplicité k si (X — a)* divise P et que (X — o)1 ne
divise pas P. Si la multiplicité vaut 1 on parle de racine simple, sinon on parle de racine
multiple.

Théoreme 3.17
Soient P € C[X] de degré n et a € C. On a

p— Z p(k)(a)%

ott P (a) désigne la dérivée k-éme de la fonction polynéme prise en a.

Démonstration: Pour P =)}, ap X", on écrit la dérivée j° de P :
PO =3 "apk(k — 1) (k —j + )X,
k=j

Donc PU)(0) = a;j! d’ott le résultat pour a = 0. Ensuite on considéere le polynéme P(X + a) auquel
on applique la formule en 0 et on obtient bien la formule. |

Corollaire 3.18

Soit P un polynome complexe, o un nombre complexe et k un entier. On a équivalence entre

i) a est racine de P de multiplicité k.

ii) P(a)=---=P*Y(a)=0 P®(a)#0.

Démonstration : Conséquence du théoreme précédent pour une implication. L’autre sens vient du
calcul des dérivées de (X — a)*R(X). |

Exemple: Soit P = X3 —5X2 +7X — 3.
Montrer que 1 et 3 sont racines doubles et simples de P.

III. Polynomes irréductibles

Définition 3.19

Un polynome a coefficients dans K est irréductible s’il ne peut s’écrire comme produit de
polynomes non constants a coefficients dans K.

Remarque: Ainsi les polynomes de degré un sont toujours irréductibles, de méme pour le po-
lynéme X2 — 2 sur Q.

Lemme 3.20

Soit P un polynome de degré au moins deux.
e Si P est irréductible, alors il n’a pas de racine (dans K).
e S’il est de degré deux ou trois, alors il est irréductible si et seulement s’il n’a pas de racine.
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Démonstration : C’est un corollaire du lemme précédent pour le premier point. Pour le deuxieme, on
calcule. |

Remarque: Le deuxieme point du lemme est faux si le degré vaut quatre comme le montre
lexemple : X4 +2X%2+1=(X?+1)? sur R.

Théoréme 3.21

Tout polynéme non constant se décompose comme produit de polynomes irréductibles.

Démonstration: Par récurrence forte sur le degré du polyndme. |

Exemple: On a X% — 1= (X —1)(X*+ X3+ X? + X + 1). On calcule les racines cinquiemes de I'unité
et on voit qu’il existe a réel tel que.

X —1=(X-1)(X?-2aX +1)(X%+2aX +1).

Remarque: Il existe sur Q des polynomes irréductibles de tout degré non nul.
Cette décomposition n’est pas unique puisqu’il suffit de multiplier un des polynomes par une
constante, et de diviser un autre par la méme constante.

Théoréme 3.22 (de d’Alembert)

Tout polynome non constant admet une racine complexe.

Démonstration: Admis car dur. ]

Corollaire 3.23

Les polynomes irréductibles sur C, non constant, sont les polynoémes de degré un.
Les polynomes irréductibles sur R, non constant, sont de degré un, ou de degré deux sans
racine réelle.

Démonstration : Conséquence du théoreme précédent.
Etsi P € R[X],ona P =[[(X — ;) avec o; € C mais P = P donc &; = oj d’olt o; € R ou il existe
i # j tel que &; = «j. Bref on peut récrire P sous la forme

P=][(X—op) [J(X = B)X = Bi) = [J(X — o) [J(X* = 2Re(8) X + |8 ]*).
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