Géométrie et arithmétique 1 : corrigé du devoir surveillé du 14 octobre 2016 1
[Le texte entre crochets ne fait pas partie du corrigé : il s’agit de variantes ou de vérifications.]

Exercice 1
1. Pouru = —2 + 2i,on a |u| = 2v/2, dot u = 2v/2(— Y2 +i¥2) = 2/2¢'% .
Pour v’ = —/3 —i,ona |[u/| = 2, dou v/ = 2(— \Qf i): el Ter

. . jIm
[On pouvait aussi répondre : u’ = 2¢e*5 .]

2. Pour z = x + iy, on a 22 = 8 + 6i lorsque les deux équations suivantes sont satisfaites :

22 —y? =8,
2xy = 6.

Comme |8 + 6i| = 10, on sait que 2 et y? sont solutions du systéme linéaire suivant :

z® +y* =10 10+8
’ LI 2 _ — __ 92 2 _
{x2y28, d’oliz® = 5 =9=3"%ety” = 3

Comme 2xy = 6, on sait que z et y ont le méme signe : les racines carrées de 8 + 6i sont donc +(3 + 7).
[Onabien (3 +i)?2 =32 —1+2x 3i =8+ 64.]
3. Le discriminant de 1’équation (1 — )22 + (3 — 3i)z + 2 — 4i = 0 vaut :

A=(3-30)2—4(1 —4)(2—4i) =32 3> —2x 3% —4 x 2+4% + 4% + 4 x 2i = 8 + 6i.

3t—3E£(3+1
D’apres la question précédente, on obtient les deux solutions W c’est-a-dire :
—1
43 4i(1 +14) —4 + 44 ) 21 -6 (20 —6)(1+4) —8—4i )
— = - — = :7]_4»1’ — = - < = = -2 —1.
21—4) 21 —149)(1+1) 4 21—4) 21 —49)(1+1) 4

[(—1+)2 = —2 et (1 —i)(—2i) + (3= 3i)(—1+1) + 2 —4i = —2 —2— 3+ 3i +3i +3+2— 4i = 0.
(—2—4)2 = 3+4di et (1—4)(3+4d)+(3—3i)(—2— i) +2—4i = 3—3i+4i +4—6+6i—3i—3+2—4i = 0.]
4. Onaw = —8i = 8¢ '3,

. . ;2m . . . . e . . .
Sionnote j = e'3 laracine cubique primitive de 1’unité, les trois racines cubiques de w sont :

i . . s . . . jim .

20 =27V =3 —1, 21 = jzg = 2€'2 = 24, 20 = j220 = jz1 = 2% = —/3 —i.

[Onabien 23 = 3v3 — 9i — 3v/3 +1i = —8i, 2} =8 = —8i,et 25 = —3v3 -9 + 33 +i = —8i.]

Z1=2i

Zp 20




Exercice 2

1. En développant le produit, on obtient :

n—1 n—1 — n _ "
(1-2) Zkzzzk ZkJrl ZZ sz: _dod Z _l—z.
k=0 k=0 k=0 =1 s 1-=2

2. Siu # 1, —1 et si on pose z = u? dans la formule précédente, on obtient :

n—1 n—1
1_u2n
E u%ﬂzug u? = 5
1—u
k=0 k=0

3. Siwu = e’z alors u?"! = ¢i™ = —1, et on obtient :
i 2kl 1—u2n g — g2ttt 1+u 1
u =Uu = = = .
1—u? 1—u? I-uw)(1+4+w) 1-u
4. Siu # let|u| =1, alors vt = |u|2 =1, etsionposev = . , on obtient :
4T 1 n 1 l—-u+1—u 2—u—u 2—u—u 1
v v = = = = = 1.
l-u 1-uw (Q1-w)(l-mw) l1l-u—-u4+uu 2-u-—71
v+v 1
L tie réelle de v = t donc R = =_.
a partie réelle de v = —— est done e(v) 5 5
2k +1 (2h+1)m
5. On remarque que cos % est la partie réelle de u2F 1 = ¢ s ul
n
n—1 n—1
2k+1 1
On en déduit que Z cos % est la partie réelle de Z u?* 1 = o, ¢’est-a-dire 5
n
it 4 e—if
[On pouvait aussi appliquer la formule d’Euler cos § = — :
- n—1 ;2k+Dr @k+1)n - _ e
n—1 2k + )7 _ nol iGpenT | i Z u2k+1 +—2k+1 _ ZZ:S w2k 4 ZZ:é u2k+1 _ 1]
2n+1 2 2 2
k=0 k=0
Exercice 3
I. OnafRe(z) = etJm(z) = 2_2
i

—
2. Si P, P’ sont les points d’affixes respectifs z, z’, alors les composantes des vecteurs O?, OP' sont les
coordonnées des points P, P’, ¢’est-a-dire :

x = Re(z) ety = Tm(z), ' =Re() ety = Tm(2).
. . - - .
En appliquant la question précédente dans la formule O? -OP" = za’ + yy', on obtient :
(z+2) (' +2")  (2—2)(2' —2) 22/ +Z2 +22 +%Z2 — 22 +7 422 —Z7 2 + 7
+ =
4 —4 4 2
[On pouvait aussi remarquer que si z = = + iy et 2’ = 2’ + 4y, alorson a :

22 +77 = xa’ +iyx —ixy +yy +xx’ —iyr’ +ivy +yy =2’ +yy')]
3. Si A, B, C sont les pomts d’affixes a, b, c o |a| = |b| = |¢|, et H est le point d’affixe h = a + b + ¢, alors
AB = O? et CH = OP’ ol P et P’ sont les points d’affixes respectlfs b—aeth—c=a+0b.

En appliquant la question précédente et le fait que a@ = |a|> = |b|* = bb, on obtient :
1B CH - a)(@a+b)+ (b—a)(a+b) ba—aa+bb—ab+ba—aa+bb—ab
2 B 2 B

Autrement dit, on a zﬁ 1 C? .

4. En appliquant la question précédente a A, C puis a B, C, on obtient aussi ﬁ 1 L?f)[ et B? 1 m =0.
Autrement dit, H est I’intersection des trois hauteurs du triangle ABC'.



