Aix-Marseille Université 2015-2016

Géométrie et arithmétique 1

PARTIEL 1 - CORRIGE

Exercice 1 Soit E = R? ou R? muni d’un produit scalaire et soient v, v € E deux vecteurs.

1. (1,5 pts) Rappeler les définitions de la colinéarité et de 1’orthogonalité de u et v.
2. (2 pts) Montrer que si u et v sont non nuls et orthogonaux alors ils ne sont pas colinéaires.

3. (1,5 pts) Enoncer I’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Solution : 1. On dit que deux vecteurs u, v € F sont colinéaires s’il existe A € R tel que u = Av ou v = Au. On
dit que deux vecteurs u, v € E sont orthogonaux si (u,v) = 0.

2. Nous allons raisonner par absurde. Supposons que u,v € F soient deux vecteurs non nuls, colinéaires et
orthogonaux. Comme u et v sont colinéaires et v # 0, il existe A € R tel que © = Av. Comme ils sont orthogonaux,
nous avons

0= (u,0) = {Av,v) = Ao, v) = Allo][2

Mais la condition v # 0 implique |[v|| # O et la condition u # 0 implique A # 0. Nous avons trouvé la
contradiction cherchée.

3. L’inégalité de Cauchy-Schwarz dit que pour tout u, v € E nous avons
[{w, 0} < JJul| - [o]l-

De plus, I’égalité a lieu si et seulement si u et v sont colinéaires.

Exercice 2 Nous rappelons que médiatrice d’un segment est la droite orthogonale & ce segment et passant par
son milieu.

Soient A (g), B (_01> etC (j) trois points du plan.

1. (1 pt) Donner une équation paramétrique de la médiatrice m 45 du segment [AB].
2. (1,5 pts) Soit D € m 4p. Montrer que ||BH = ||ﬁ\|

3. (1 pt) Donner une équation cartésienne de la médiatrice m 4o du segment [AC].
4. (1 pt) Trouver le point M d’intersection des médiatrices map et mac.

— — —
5. (1,5 pts) Montrer que ||[AM || = |BM|| = |CM]|.

Solution : 1. La médiatrice m 4 5 passe par le milieu P du segment [AB)]. Si on considere les points de R? comme
des vecteurs, on peut écrire :

peariii-()+3(572) - ()3 (- ()
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Un vecteur directeur v de la médiatrice m 4 p est orthogonal au vecteur 1@ = ( 4) , par exmeple u = < 2).

Nous obtenons 1’équation paramétrique suivante :

man s { T rer M)
2. Soit D € m4p. D’apres la question précédente, il existe t € R tel que D = (1 i_ ;Li) . Nous avons
IAD|? = H(‘é*i)” S A2 4 (=2 — 2)2 = 5+ 2082,
IBD|? = H (1 * 4t) H (14 46)2 + (2 — 20)% = 5 + 20£%.

Nous avons bien ||E|| = ||§f)||
3. Soit @ le milieu du segment [AC] :

1 2 1/ 2 3
o ()3(2)-6)
Le vecteur 1@ = (_22) est un vecteur normal a la médiatrice m 4. Comme elle passe par le point (), nous
obtenons 1’équation cartésienne suivante :

2z —-3)—2(@y—2) =0,
ou apres la simplification :

mac * x—y—1=0. ()

4. Soit M (x0> le point d’intersection des droites m 4 et m 4. Comme M € m 4p, ’équation (1) implique que
Yo

xo = 144ty et yo = 1 — 2t( pour une certaine valeur ¢y € R du parametre. Comme M € m 4¢, ’équation (2)

implique que o — yo — 1 = 0. On obtient

1
Lt-dfo — (1= 26) =1 =0, d’ob fo = .

Nous obtenons donc 5 9
=1+4+4tg = = et =1—-2tg = —-.
Zo + 4to 3 Yo 0= 3

2/3
5. De la question précédente, nous savons que M vérifie I’équation paramétrique (1) avec t = 1/6. Gréce a la
question 2. nous avons

Le point cherché est M (5/ 3) .

4__) 1 2
IIAMH2=|| M|? _5+20(t0)2:5+20<6> .

=339 - (' (3%

oy o
Nous avons donc ||[AM || = ||BM|| = ||CM||

De plus
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Exercice 3 Soient A| 0 |,B|—-1],C | 1| etD | —2] quatre points de ’espace.
1 2 3 0

1. (0,5 pt) Vérifier que les trois points A, B et C' ne sont pas alignés.

2. (1,5 pts) Donner une équation paramétrique du plan P passant par ces trois points; puis une équation
cartésienne.

3. (1 pt) Donner une équation paramétrique de la droite passant par le point D et orthogonale au plan P.

4. (1 pt) Donner la distance du point D au plan P.
Solution : 1. Calculons les vecteurs 1@ et R :

0 3
Ap=|-1|, ad=|1
1 2

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires d’ou les points A, B, C' ne sont pas alignés.

2. Les points A, B, C n’étant pas alignés, ils définissent un plan P dans R3. Ce plan passe par le point A et admet
AB et AC comme vecteurs directeurs. On obtient I’équation paramétrique suivante :

r=—-1+4+3t
P y=0—-s+t s, teR
z=14+s4+2t

Pour donner une équation cartésienne de P, nous calculons un vecteur normal a ce plan :

0 3 3
A=ABANAC=|-1]|r[1]=]3
1 2 3

Utilisant ce vecteur normal et le fait que P passe par le point A, nous obtenons 1’équation
=3(z+1)+3y+3(z—1)=0

ce qui donne apres simplification
P:—z+y+2z—-2=0.

3. Le vecteur 77 trouvé a la question précédente est un vecteur directeur de la droite cherchée. Comme elle passe
par le point D, on obtient I’équation paramétrique suivante :

r=1-3\
y=-2+3x MeR.
z =3\

Zo
4. La distance d’un point M | yo | par rapport a un plan 7 d’équation cartésienne ax + by + cz +d = 0 s’exprime

20
par la formule
dist(M,7) = o + byo + cz0 + d| .
Nous obtenons
dist(D,P) = [—1-240-2] 5 _ %.
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Exercice 4 Considéronslespoints A | 1 | et B[ 0 | de R3.
5 2

1. (1,5 pts) Trouver une équation cartésienne du plan P qui contient la droite (AB) et qui est parallele a I’'un
des plans d’équation x = 0,y = 0 ou z = 0.

2. (1 pt) Donner une équation paramétrique du plan P’ dont un vecteur générateur est orthogonal au plan P
et qui contient la droite (AB).

3. (1 pt) Donner une équation cartésienne du plan P’.

4. (1,5 pts) Donner une équation cartésienne et une équation paramétrique de la droite (AB).

Solution : 1. Un plan parallele au plan d’équation x = 0 admet pour équation cartésienne x — a = 0. De méme,
un plan parallele a I’un des plans y = 0 ou z = 0 admet pour équation cartésienne y —b = O ou z — ¢ = 0. On
cherche un tel plan contenant les points A et B. On trouve

P :x—10=0.
1 0
2.Soit 77 = [ 0 | un vecteur normal au plan P. Le plan P’ admet 7 et xﬁ = | —1 | comme vecteurs directeurs.
0 -3
De plus, il passe par le point A. Nous obtenons I’équation paramétrique suivante
r=10+s
P y=1—-t s tcR.
z=5—3t
3. Calculons un vecteur normal au plan P’ :
1 0 0
m=AnAB=|0|a|-1]=]-3
0 -3 1

Le plan P’ est le plan passant par A de vecteur normal 17i. Nous obtenons 1’équation cartésienne :
—3(y — 1)+ (2 — 5) = 0 ou apres simplification 3y — z+ 2 = 0.
4. La droite (AB) est contenue dans les plans sécants P et P’, d’ou I’équation cartésienne

z—10=0

(4B) : { 3y —z+2=0.

La droite (AB) est aussi la droite passant par A de vecteur directeur E d’ou I’équation paramétrique

z =10
(AB) : y=1-—2A A eR.
z=5—3\
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