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Questions de cours. Dans cette partie K =R, C ou Q.
1. Soient P,Q € K[X]. Montrer que le degré de PQ est la somme des degrés de P et ). On
se limitera au cas P, @ # 0.

Sotent n > 0 et m > 0 les degrés de P et Q) respectivement. Posons P = Y .., a; X*,
Q:2j>ob~Xj etPQ—Zk>Ocka, otap #0,a;, =0s1i>n, by, #0,b;,=0sij>m
et c, = ZH—] i aibj. On remarque que si k =i+ j > n+m on doit avoiri > m ou j > m
et donc a; = 0 ou b; = 0. Dans tous les cas, chaque terme de la somme Zerj:k a;b; est nul
ce qui montre c = 0 pour k > n+m et deg(PQ) < m+n. Le méme raisonnement montre
que dans la somme Ziﬂ-:ner a;b;j le seul terme non nul est a,by,, donc cpym = apby # 0
par hypothése et deg(PQ) = m + n.

2. Donner la définition de polynéme irréductible de K[X]. Dire quels sont les polynomes
irréductibles de C[X] et de R[X].

Un polynéme non nul de K[X]| est irréductible dans K[X] s%l n’est pas inversible (a savoir
si et seulement s’il n’est pas constant, ou encore si et seulement si son degré est positif)
et pour tous A, B € K[X] tels que P = AB ['un parmi A et B a degré 0.

Les polyndomes irréductibles de C[X] sont ceux de degré 1. Les polynémes irréductibles de
R[X] sont ceux de degré 1 et ceux de degré 2 ayant discriminant négatif.

3. Rappeler la définition de racine n-ieme d’un nombre complexe w.

Soit n > 1 un entier et soit w € C. On appelle racine n-ieme de w tout nombre complexe
z tel que 2" = w.
Exercice 1. Soit P € C[X] le polynéme P(X) = X3 + (=1 + 6i)X? — (13 + 4i) X — 11 — 10i.

1. Effectuer la division de P par (X + 1).
OnaP=(X+1)(X*+(-2+60)X — (11 + 10¢)).

2. Trouver les racines carrées de 3 + 4i. En déduire les racines carrées de 12 + 163.

Les racines carrées z = x + iy de 3 + 4i doivent satisfaire :

mZ—yz _
2?2 +y? = \/ =v9+16=v25=5
2y =

ce qui donne x> = 4 et y> = 1. En tenant compte du fait que = et y ont le méme signe,
on en déduit les racines carrées de 3 +4i : £(2 +1). Puisque 12 + 16i = 22(3 + 4i), les
racines carrés de 12 + 161 sont £2(2 + i) = +(4 + 21).



3. Trouver les racines de P.

Les racines de P sont lunion de celle de X + 1, a savoir —1, et celles de Q = X2 +
(=24 69) X — 1. Pour trouver les deuz racines de Q calculons d’abord son discriminant :
A = (=24 6i)2 +4(11 + 10i) = 12 + 16i. D’apres le point précédent, les racines carrées
de A sont £(4 + 2i). Les racines de Q sont alors [(2 — 6i) + (4 + 29)]/2 = 3 — 27 et
[(2—60) — (44 20)]/2 = —1—4i.

Exercice 2.

1. Déterminer I’écriture algébrique des racines sixiemes de I'unité.

Les racines siziemes de lunité sont : €% = 1, e2im/6 — % + @i, edim/6 — —% + @i,
6ir/6 _ _ Qm/6 _ _ 1 _ /3. _10in/6 _ 1 _ /3
e =—1,¢ =—3 51, € =3 51

2. Décomposer X5 — 1 en produit de polynomes irréductibles dans C[X] puis dans R[X].

En utilisant le fait que les racines complexes de X% —1 sont les racines siziémes de l'unité,
on obtient la décomposition de X6 — 1 en facteurs irréductibles de C[X] :

X _1—(x-px - Vyx4l ¥ N 1,3
2

5 +5 - S OX DX+ 5+ S )X — 5+ i)

En multipliant ensemble les facteurs correspondant aux racines conjuguées, on obtient la
décomposition en facteurs irréductibles de R[X] :

X 1=(X-DX2-X+ D)X +D)(X?+ X +1).

Exercice 3. On considere la rotation f: C — C définie par f(z) =iz + 2.

1. Déterminer son centre, angle de rotation et facteur de dilatation.

Le centre est le point du plan d’affize z satisfaisant z = f(z) = iz + 2. L’affize du centre
2

est donc z = 1= = 1 +1i. L’angle de la rotation est Arg(i) = 5.
2. Soit E I’ensemble défini par la condition Im((z — (1+14))?) = 0. Décrire E et le représenter
graphiquement dans le plan complexe.

En posant z = x + iy et en développant le carré on a
(2= (140 = [~ 1) +ily— ]2 = [(@— 1>~ (y
1)2] + 2i(z — 1)(y — 1). Sa partie imaginaire est nulle
st et seulement si x =1 ou y = 1. L’ensemble E est
donc constitué de l'union de la droite horizontale et de
la droite verticale passant par le point d’affixze 1+ i,
centre de la rotation.

1+ E

3. Déterminer I'image f(FE) de I’ensemble E par la similitude f.

Puisque l'image d’une droite par une rotation (et plus généralement par une similitude)
est encore une droite, en tenant compte du fait que 1 + i est le point fixze de la rotation et

que le vecteur directeur d’une droite est tourné d’un angle de 5, f(E) = E et f échange
les deux droites.



Exercice 4. Dans R?, considérons deux plans P; et Py d’équation cartésienne z —y = 0 et
r +y+ 2 — 1 = 0 respectivement.

1. Leur intersection est une droite D; dont on donnera une équation paramétrique et un
vecteur directeur.

La droite est formée par les points satisfaisant le systéme cartésien

r—y=20
r+y+z2—-1=0

En prenant par exemple x comme parameétre on obtient I’équation paramétrique de Dy

=t
y=t ,teR
z=1-2t
1
d’ot on déduit un vecteur directeur u = 1
-2
0
2. Donner une équation cartésienne du plan Ps orthogonal & D; et passant par A | 0 | €
1
D;.
a
L’équation cartésienne de Ps est de la forme ax+y+cz+d =0 ot le vecteur | b | est un
c

vecteur non nul et orthogonal au plan, qu’ici on peut choisir étre égal au : x+y—2z+d = 0.
Le point A satisfait cette €quation si et seulemnt si d = 2. L’équation cartésienne de Ps
est donc x +y —2z+2=0.

3. Déterminer un point B de P; NP3 et un point C de Po NP3 tels que A # B, C.

Le point B doit satisfaire le systéme

z—y=20
r4+y—2242=0

1
et on peut prendre B | 1 |. De méme le point C doit satisfaire le systéme
2
z+y+2—1=0
r4+y—2z42=0
1
et on peut prendre C'| —1
1

4. Calculer le cosinus de I'angle entre zﬁ et 1@ (sa valeur absolue est le cosinus de 1’angle
6 entre les plans P; et Pa, avec 0 < 6§ < 7/2).

1 1
? . ? | . , ABAC Ix1+1x(—1)4+1x0
OnaAB = 1 et AC = O1 . Les cosinus est donné par GEIIAGT — VT i T
0. Les plans sont donc perpendiculaires (leurs vecteurs normaux sont, par ailleurs, ortho-

gonauz).





