Algebre Linéaire
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Questions de cours

)

Soient E et F' deux espaces vectoriels réels et soit f : E — F une application linéaire. Montrer
que si H C E est un sous-espace vectoriel de E, alors f(H) C F est un sous-espace vectoriel
de F.
Corrigé.

- f(H) # 0, puisque Og € H et donc Op = f(0g) € f(H).

- Soient y1,y2 € f(H). Alors il existe x1,x9 € H tels que y1 = f(x1) et yo = f(x2). 1l
s’ensuit que y1 +y2 = f(x1) + f(x2) = f(x1 + x2) € f(H) puisque x1 + x9 € H.

- Soient A € R et y € f(H). Alors il existe x € H tel que y = f(x). Il s’ensuit que Ay =
M(z) = f(Az) € f(H) puisque \x € H.

Définir le noyau et 'image d’une application linéaire, puis énoncer le théoréeme du rang.

Corrigé. Soit f : E — F une application linéaire de K-espaces vectoriels. Le noyau de f est le
sous-espace vectoriel de E défini par :

Ker(f)={z € E: f(z) =0r}.

L’image de f est le sous-espace vectoriel de ' défini par :
Im(f) ={f(z) € F:2 € E}.

Théoreme du rang : Soit f : E — F une application linéaire de K-espaces vectoriels avec E de
dimension finie. Alors
dimKer(f) +rg(f) =dimE.

Soit f : R® — M3(R) une application linéaire. Est-ce que f peut étre surjective ? Justifiez
votre réponse.

Corrigé. Si par labsurde f était surjective alors Im(f) = Ma(R) et d’apreés le théoréme du
rang :

dim Ker(f) + dim(M3(R)) = dim(R?).
On obtiendrait donc

dim Ker(f) = —1.

ce qui n’est pas possible. On en déduit que f ne peut pas étre surjective.

Exercice (Toutes les réponses doivent étre justifiées)

3)

Considérons I'application linéaire

f: R? R?
(l‘,y,Z) — (x—f—y,z‘—z)

l



- Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f). En déduire leurs dimensions.

Corrigé.
Ker(f) = {(z.0.2) € B J(o,2) = 0,00} = { ez e { 27020

Z=T

_ {(:B,y,z) ER?: { y=—= } = {(z,—z,2) € R®: 2 € R} = Vect{(1,-1,1)}.

On en déduit qu’une base de Ker(f) est ((1,—1,1)) et que Ker(f) est de dimension 1.

Im(f) = Vect{f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1)} = Vect{(1,1), (1,0)), (0, -1)}
= VeCt{(la 0))7 (07 _1)}
On en déduit qu’une base de Im(f) est ((1,0),(0,—1)) et que Im(f) est de dimension 2.
- L’application f est-elle injective ? Surjective 7
Corrigé. Puisque Ker(f) # {(0,0,0)} lapplication f n’est pas injective. Elle est par contre
surjective car Im(f) = Vect{(1,0)), (0, —1)} = R2.
- Décrire I'ensemble f~1(1,0).
Corrigé.

L0 = (i) € B S = L0} = {wny er { TTVZ 0

:{(:n,y,z)ERS:{ ?;:i—x }:{(x,l—x,x)ER?’:xeR}.



