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Exercice 1. Soit K =R ou C.

1.

Citer le théoreme du rang.
Soient E et F deuxr K-espaces vectoriels, E de dimension finie, et soit f : E — F une application
linéaire. On a l’égalité suivante :

dim F = dimker f + rk f
ot rk f = dimIm(f) = rg(f).

. Soient E, F' deux K-espaces vectoriels et soit f € L(E,F) .

Montrer que Ker(f) = {0} si et seulement si f est injective.

Si f est une application linéaire on a f(Og) = f(0-0g) = 0f(0g) = Op : limage du vecteur nul est

toujours le vecteur nul. Si f est injective il s’ensuit que l’image réciproque O ne peut contenir que Og.

Par ailleurs, si f n’est pas injective, il existe v,u € E, v # u, tels que f(v) = f(u). Par linéarité on a

fv—u) = f(v) = f(u) =0. Il s’en suit que, dans ce cas, Ker(f) doit contenir aussi le vecteur non nul

v — u.

Soient E un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Donner la définition d’un supplémentaire
de F dans E.

Un sous-espace G de E est un supplémentaire de F dans E si E = F®G, i.e. E=F+G et FNG = {0g}

Exercice 2. Dans R?*, on considére les quatre vecteurs

et on

vy =(1,2,1,3) vo=(3,1,2,1) v3=(1,2,0,1) vg =(0,5,0,6)

note
E = Vect{vi,ve,v3,v4}

le sous-espace vectoriel de R* engendré par ces quatre vecteurs.

1.

Montrer que la famille {v1,v9,v3,v4} est une famille liée; en extraire une base de E. Quelle est la
dimension de E 7

On considére le systéme linéaire avy + Bva + yus + dvg = 0. Par échelonnement on trouve les solutions
du systéeme o = =29, =0, v = —0 et on remarque que la famille a rang 3. La famille est donc liée :
en effet 2vy — vo + v3 — vg = 0. Par ailleurs, la famille {vi,va,vs3} est libre et elle est donc une base
de E qui a dimension 3. (Pour échelonner totalement on peut faire [Ly,Lo — 2Ly, L3 — L1, Ly — 3L4],
[Ll, —L3, LQ, L4], [LI,LQ,Lg + 5L2,L4 + SLQ], [Ll, L2, L3/5, L4/6], [Ll, Lo, Lg, Ly — Lg], {Ll — Lg, Lo —
Ls, L3, Ly, [L1 — 3Lo, Lo, L3, Ly].)

. Donner une équation (ou des équations) de E. (Rappel : elles sont de la forme : ax + by + cz + dt = 0)

L’espace E est engendré par {v1,ve,vs} donc les vecteurs v de E sont de la forme v = avy + Bug + yvs.
Cela donne directement une équation paramétrique de E :

r = a 436 +vy
y = 2a +08 +2y
z = «a +20

t = 3a 46 +v

En éliminant les parameétres «, B et v on obtient une équation pour E : Tx — 6y — 10z + 5t = 0. Pour
éliminer les parameétres on peut répéter le méme échelonnement vu a la question précédente.



3. Donner un supplémentaire de E dans R*, et en donner une base.

En tenant compte de la formule dimensionelle (dimFE + dimH = DimR*, o H est un supplémentaire
de E dans R*), un supplémentaire de E doit avoir dimension 1. Le premier vecteur de la base canonique
de R*, e, n'est pas contenu dans E car il ne satisfait pas 1’équation trouwvée & la question précédente.
Il s’ensuit que la droite de vecteur directeur e est un supplémentaire de E : {e1} en est une base par
construction et ses équations sont y = z =t = 0. Une autre possibilité¢ est de prendre, a la place de eq,
le vecteur (7,—6,—10,5) qui est orthogonal a l’hyperplan E.

Exercice 3. On considere 'application linéaire f : R? — R? donnée par
flryy,2)=(x+2y — 2,20 —y + 32, —x + y — 22).

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Soient (z,y, 2) et (2,9, 2') deux vecteurs de R® et A € R. On a f[(z,y, 2)+(2', ', 2)] = f((z+2", y+y/, 2+
) = ((x+2")+2(y+y)— (z+72), 2(x+2") = (y+¢ ) +3(z+2), —(x+2")+ (y+¢') —2(z+2")) = (z+2y—
2)+(2'+2y = 2"), (2 —y+32)+ (22" —y'+37), (—x+y—22)+(—2'+y' —22)) = f((2,y,2))+ [ (", ¥, )
et fIA(z,y,2)] = f(Ax, Ay, Az) = (Ax+2 Ay — Az, 2Xx — Ay +3Az, — Az + Ay —2Az) = (A(z+2y —2), \(22 —
y+32), \(—x+y—22)) = Af((z,y, 2)).

3. Ecrire A = Mp(f) la matrice de f dans la base canonique B de R3.

On note ey, eg et e3 les vecteurs de la base canonique. On a
A= 2 -1 3

car f(el) - (17 2, _1)? f(€2) = (2; -1, 1) et f(e3) = <_17 3, _2>

4. Déterminer une base du noyau et de I'image de f. En déduire leurs dimensions.
On remarque que f(e1) et f(e2) ne sont pas colinéaires et forment donc une famille libre. Ceci montre
rk f > 2. Par ailleurs 0 = f(e1)—f(e2)—f(e3) = f(e1—ea—e3) ce qui montre que dimker f > 1. D’aprés le
théoreme du rang, on a que le noyau de f a dimension 1 et comme base le vecteur (1, —1,—1) = e;—ea—e3
et l'image de f a dimension 2 et une base consituée par les deuz vecteurs f(e1) = (1,2,—1)) et f(e2) =
(2,—1,1)

5. L’application f est-elle un automorphisme de R3?
Lapplication n’est ni injective ni surjective donc elle ne peut pas étre un automorphisme de R3.

6. On considere maintenant les trois vecteurs suivants :
X;=(1,-1,1) Xy =(1,1,-1) X3=(=1,1,1).

(a) Montrer qu’ils forment une base B’ de R3.
1l suffit de considérer la matrice

et de ’échelonner totalement grace, par exemple, aux opérations élémentaires suivantes : [Li, Lo +
Ly, Ls—1L4], [L1, Lo, L3+ Lo, [L1, L2/2, L3 /2], [L1— Lo+ L3, Lo, L3]. La matrice obtenue est l'identité
ce qui montre bien que les trois vecteurs donnés forment une base.

(b) Ecrire la matrice de passage P = Pp_.p = Mp/ g(Id) de la base canonique & la base B’.
P est la matrice considérée au point précédent.

(¢) Calculer l'inverse de la matrice P.

Les opérations élémentaires vues au point (a) permettent de passer de la matrice identité a la matrice
Pl

/2 0 1/2
Pt=11/2 1/2 0
0 1/2 1/2



(d) En déduire la matrice A’ = Mp/(f) qui représente I’application f dans cette nouvelle base (au départ
et & Parrivée). Donner une relation entre A et A’.

On a la relation A’ = P~YAP ce qui permet de calculer A’ :

-3 3
A= 2 1
1 0

o O O

(e) Soit X € R? de coordonnées (2’,y', ') dans la base B’. Déterminer f(X) en fonction de (2/,y/, 2’).
On a
f@y'2) = (=32"+ 3y, 22" + o/, ).

Exercice 4. Soit F un espace vectoriel sur R de dimension finie, et f un endomorphisme de FE.
On considere I'ensemble P = {z € E: f(z) = z}.

1. Montrer que P est un sous-espace vectoriel de F.

On a déja remarqué dans 'exercice 1 qu’une application linéaire f envoie le vecteur nul sur le vecteur
nul : f(0) = 0. Cela montre que 0 € P. Supposons que l'on a x,y € P. Par linéarité de f on a :
fle+y) = f(x)+ fly) =z +vy, ot la derniére égalité découle du fait que x,y € P. Il en suit z +y € P.
Soient maintenant A € R et x € P. On a f(Ax) = Af(x) = Az et donc \x € P. Il s’ensuit que P est un
sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que si fo f = f, alors P = I'm(f).

On raisonne par double inclusion. Puisque pour tout vecteur x € P on a x = f(x), Uinclusion P C Im(f)
est évidente et ne nécessite pas Uhypothése f o f = f. Maintenant, soit y € Im(f) : il existe z € E
tel que y = f(2). En évaluant f des deux cotés de l'égalité et en exploitant I’hypothése on obtient :
fly) = fof(z)=f(2) =y ce qui montre y € P et donc Im(f) C P.
3. Montrer que si fo f = f, alors E = Ker(f) ® P.

Montrons d’abord que ker(f) N P = {0}. Soit © € ker(f) N P. Puisque = € ker(f) on a f(x) =0, et
puisque x € P on ax = f(x). On en déduit que x = 0. Puisque 0 est contenu dans le sous-espace vectoriel
ker(f)NP on a bien ker(f)NP = {0}. Maintenant, soit x € E. On peut écrire x = f(x)+ (z — f(x)). On
remarque maintenant que f(x) € Im(f) = P d’apres le point précédent. De plus, v — f(x) € ker(f) car
flz—f(z)) = f(z)—fof(x) = f(x)—f(x) = 0 a cause de la linéarité et de l’hypothése fof = f. On a donc
E = ker(f)+P et, en tenant compte du fait que ker(f)NP = {0}, cela permet de conclure E = ker(f)®P.
Cette preuve n'utilise pas le fait que E est de dimension finie. En utilisant le fait que la dimension de F
est finie et ker(f)NP = {0} on peut déduire E = ker(f)@ P en exploitant la formule de dimension et celle
du rang : dim(ker(f) + P) + dim(ker(f) N P) = dimker(f) + dim P = dimker(f) + dimIm(f) = dim E.



