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Exercice 1. Soit K =R ou C.
1. Citer le théoreme du rang.

2. Soient E, F' deux K-espaces vectoriels et soit f une application linéaire de £ dans F'.
Montrer que Ker(f) = {0} si et seulement si f est injective.

3. Soient F un K-espace vectoriel et ' un sous-espace vectoriel de E. Donner la définition d’un supplémentaire
de F dans E.

Exercice 2. Dans R?, on considere les quatre vecteurs
v =(1,2,1,3) vo=(3,1,2,1) v3=(1,2,0,1) vg =(0,5,0,6)
et on note
E = Vect{vy,va,v3,v4}
le sous-espace vectoriel de R* engendré par ces quatre vecteurs.

1. Montrer que la famille {vi,v9,v3,v4} est une famille liée; en extraire une base de E. Quelle est la
dimension de E7

2. Donner une équation (ou des équations) de E. (Rappel : elles sont de la forme : ax + by + cz + dt = 0)

3. Donner un supplémentaire de E dans R*, et en donner une base.

Exercice 3. On considere 'application linéaire f : R? — R? donnée par
flzyy,2) =(x 4+ 2y — 2,20 —y + 3z, —x + y — 22).

Montrer que f est une application linéaire.
Ecrire A = Mp(f) la matrice de f dans la base canonique B de R3.
Déterminer une base du noyau et de I'image de f. En déduire leurs dimensions.

L’application f est-elle un automorphisme de R??

BT el

On considere maintenant les trois vecteurs suivants :
X1=(1,-1,1) Xo=(1,1,-1) X3=(-1,1,1).

) Montrer qu'’ils forment une base B’ de R3.

) Ecrire la matrice de passage P de la base canonique & la base B'.
(¢) Calculer l'inverse de la matrice P.

)

En déduire la matrice A’ = Mp/(f) qui représente 'application f dans cette nouvelle base (au départ
et & larrivée). Donner une relation entre A et A’

(e) Soit X € R3 de coordonnées (2/,%/,2') dans la base B’. Déterminer les coordonnées de f(X) dans
la base B’ en fonction de (z/,y/, 2’).

Exercice 4. Soit F un espace vectoriel sur R de dimension finie, et f un endomorphisme de E.
On considére 'ensemble F' = {z € E': f(z) = x}.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.
2. Montrer que si f o f = f, alors F = Im(f).
3. Montrer que si fo f = f, alors E = Ker(f) ® F.



