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Introduction

Le problème de déterminer l’ensemble des solutions d’un système d’équations polynomiales
dans un « certain domaine de rationalité » trouve ses racines les plus anciennes en Grèce antique,
à une période indéterminée entre le Ier et le IVe siècle av. J.-C. À cette époque, le mathématicien
Diophante d’Alexandrie se dédie à la recherche de solutions rationnelles positives d’équations à
coefficients entiers, et recueille 130 de ces problèmes, ainsi que leurs résolutions, dans son ouvrage
Arithmetica.

Dans sa forme la plus simple, une équation diophantienne est ainsi une équation polynomiale
à deux variables à coefficients entiers

f(x, y) = 0,

dont on recherche les solutions rationnelles (x, y). Dans le langage géométrique, probablement
inconnu de Diophante, cela se traduit par la recherche des points rationnels appartenant à la
courbe algébrique plane correspondante. Cette recherche devient donc un problème de géométrie
arithmétique.

En effet, comme André Weil le dit dans l’introduction de sa thèse (voir [51]), l’arithmétique
sur une courbe définie sur un « domaine de rationalité k », consiste en l’étude des « propriétés
qui sont invariantes par rapport aux transformations birationnelles à coefficients rationnels », et
effectivement, d’après les résultats d’Hilbert et Hurwitz (voir [24]), le problème de la recherche
des points rationnels rentre dans ce cadre. Ainsi, l’invariant qui gouverne les questions sur les
points rationnels est le genre, et non pas le degré de la courbe.

Historiquement, la résolution des équations diophantiennes sur les rationnels a amené les
mathématiciens à s’intéresser au problème, d’apparence plus simple, d’étudier les solutions modulo
un nombre premier. Bien souvent, cela permet de déterminer l’existence, ou non, de solutions
rationnelles. Progressivement, l’étude des points rationnels des courbes modulo un nombre premier,
et plus généralement sur les corps finis, est devenue un sujet d’étude en lui même.

Si k = Fq est un corps fini, toute courbe algébrique définie sur Fq a un nombre fini de points
rationnels, et il est donc possible, au pire par « force brute », de tous les déterminer. Cependant,
lorsque q devient grand, ce problème est hors d’atteinte, et on peut s’intéresser au problème plus
simple de compter le nombre de solutions, plutôt que de les calculer explicitement. Dans ce sens,
des études ont été entreprises pour donner une estimation précise du nombre maximum de points
rationnels d’une courbe algébrique définie sur un corps fini et d’un genre donné.

Concernant celles-ci, les résultats fondamentaux, avec comme acteurs principaux Hasse (voir
[22], [23]), Weil (voir [52]) et Serre (voir [41]), sont tous formulés pour des courbes algébriques,
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projectives, absolument irréductibles et lisses, et peuvent être grossièrement résumés dans l’inéga-
lité

Nq(g) ≤ q + 1 + g[2
√
q],

où Nq(g) désigne le nombre maximum de points rationnels d’une courbe algébrique, projective,
absolument irréductible et lisse de genre g. Tous ces résultats reposent sur l’étude des zéros d’une
fonction génératrice encodant le nombre de points rationnels de la courbe sur les extensions du
corps de base, introduite par Artin dans les années 20 (thèse de doctorat, 1924), et appelée la
fonction zêta de la courbe. On peut voir cette fonction zêta comme un analogue pour les courbes
de la fonction zêta de Riemann classique. Dans ce cadre, Weil a démontré , dans [52], ce que l’on
appelle communément l’hypothèse de Riemann pour les courbes sur les corps finis, et qui est le
point crucial de l’inégalité précédemment citée.

Nous allons nous intéresser dans cette thèse au cas plus général du nombre de points d’une
courbe singulière sur un corps fini. Dans la suite de l’introduction, le mot courbe désignera une
courbe algébrique, projective, absolument irréductible.

Les résultats précédemment évoqués pour les courbes lisses sont utiles pour l’étude du nombre
de points rationnels d’une courbe singulière, étant donné que toute courbe définie sur Fq est
birationnellement équivalente à une courbe lisse sur Fq, à savoir sa normalisée. Néanmoins, il faut
remarquer qu’un point singulier peut correspondre à plusieurs points dans la normalisée, et que
donc, en particulier, le nombre de points rationnels n’est pas en général le même sur les deux
courbes.

La borne d’Hasse-Weil-Serre peut alors être étendue au cas d’une courbe singulière, en faisant
intervenir un nouvel invariant appelé genre arithmétique. Aubry et Perret ont en effet montré
dans [6] que, si X est une courbe définie sur Fq, de genre géométrique g et de genre arithmétique
π, alors

]X(Fq) ≤ (q + 1) + g[2
√
q] + π − g, (1)

ou, ce qui est plus fort,
]X(Fq) ≤ Nq(g) + π − g. (2)

Ces bornes sont le point de départ de cette thèse, dans laquelle on s’intéresse à des questions
concernant le nombre maximum de points rationnels d’une courbe singulière définie sur un corps
fini.

À cet effet, pour q une puissance d’un nombre premier, g et π deux entiers positifs tels que
π ≥ g, nous introduisons la quantité

Nq(g, π)

définie, par analogie avec le cas lisse, comme le nombre maximum de points rationnels d’une
courbe définie sur Fq de genre géométrique g et de genre arithmétique π. De plus, nous appelons
maximales les courbes qui atteignent la borne (1) et δ-optimales les courbes qui atteignent la
borne (2).

Le problème de déterminer Nq(g, π) nous amène donc à construire des courbes singulières de
genres et corps de base donnés, possédant un grand nombre de points rationnels. Pour ce faire,
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en suivant les idées développées par Rosenlicht dans [36], et reprises par Serre dans [39, Ch. IV],
nous partons d’une courbe lisse X, pour construire une courbe à singularités X ′, de telle sorte
que X soit la normalisée de X ′, et que les singularités « construites » soient rationnelles sur le
corps de base, et de degré de singularité prescrit (voir théorème 3.1.3).

En remarquant que le degré de singularité d’un point singulier dépend, entre autres, du degré
des points dans sa fibre via la normalisation, cette construction prend la forme d’une sorte de
« bataille » entre nombre de points rationnels et genre arithmétique (voir théorème 3.2.1), et
on s’aperçoit que ce sont les points de degré 2 de la courbe lisse de départ qui font gagner la
« partie » !

Nous en déduisons le résultat suivant (voir théorème 4.3.1), qui caractérise l’existence d’une
courbe δ-optimale définie sur Fq de genre géométrique g et de genre arithmétique π :

Nq(g, π) = Nq(g) + π − g ⇐⇒ g ≤ π ≤ g +B2(Xq(g)) (3)

où Xq(g) désigne l’ensemble des courbes optimales lisses définies sur Fq de genre g (i.e. avec Nq(g)

points rationnels), et B2(Xq(g)) est le nombre maximum de points de degré 2 d’une courbe de
Xq(g).

La quantité B2(Xq(g)) est explicite lorsque g est égal à 0 ou 1 et pour tous les g tels que
Nq(g) = q + 1 + g[2

√
q]. Dans les autres cas, en utilisant l’approche euclidienne présentée par

Hallouin et Perret dans [20], nous en déterminons des bornes inférieures et supérieures. Bien
que ces résultats sur le nombre de points de degré 2 d’une courbe lisse aient un intérêt propre,
nous les utilisons pour préciser l’équivalence (3), et pour déterminer quelques valeurs exactes de
Nq(g, π), pour des valeurs spécifiques de q, de g et de π (voir proposition 4.5.1).

La thèse se termine par l’étude des propriétés et du spectre de genres des courbes maximales
(voir théorème 4.6.4), et par un résultat sur les revêtements de courbes singulières (voir théorème
4.7.2).

Notre étude des courbes singulières sur les corps finis est également motivée par leurs nom-
breuses occurrences dans divers problèmes mathématiques. Un exemple nous vient de la théorie
des codes avec la construction géométrique de codes correcteurs d’erreurs définis par évaluation
de points sur des variétés algébriques (voir [31]). La détermination des paramètres fondamentaux
de ces codes nécessite l’étude de sections hyperplanes ou plus généralement de sections de variétés
algébriques, qui donnent bien souvent des variétés singulières.

Un autre exemple provient de la théorie des fonctions booléennes pour lesquelles la propriété
Almost Perfect Nonlinear (APN) est caractérisée par l’inclusion des points rationnels d’un certain
ensemble algébrique (qui est une courbe singulière ou une surface singulière) dans une réunion
d’hyperplans (voir [9]).

Ce travail a été réalisé grâce à la participation du LabEx Archimède (ANR-11-LABX- 0033) et
de la fondation A*MIDEX (ANR-11-IDEX-0001-02), financés par le programme « Investissements
d’Avenir » mené par l’ANR.
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Plan de la thèse

Cette thèse est organisée de la manière suivante.

Le Chapitre 1 est dédié à des rappels sur les objets et les notions de base, ainsi que les
principaux résultats qui interviennent dans l’étude d’une courbe algébrique singulière définie sur
un corps fini.

Dans le Chapitre 2 on passe en revue, dans le cas lisse, puis singulier, les résultats fondamentaux
concernant les bornes sur le nombre de points rationnels d’une courbe définie sur un corps fini.

On présente, dans le Chapitre 3, une construction de courbes singulières de genres et corps de
base donnés, ayant un grand nombre de points rationnels.

Le Chapitre 4 concerne l’étude des propriétés et des conditions d’existence d’une courbe
δ-optimale et d’une courbe maximale. Il contient également des résultats sur le nombre de points
de degré 2 d’une courbe lisse, ainsi que sur les revêtements de courbes singulières.



Chapitre 1

Propriétés locales des points d’une
courbe algébrique

La propriété pour un point Q d’une variété algébrique X d’être singulier est une propriété
locale, c’est-à-dire une propriété qui demeure inchangée si X est remplacée par un voisinage
quelconque de Q. Cette notion géométrique de concentrer l’attention « près d’un point » a son
analogue algébrique dans le procédé de localisation d’un anneau en un idéal premier.

En gardant un niveau de généralisation propre à nos objectifs, nous rappelons dans ce chapitre
les objets et les notions de base, ainsi que les principaux résultats qui interviennent dans l’étude
d’une courbe algébrique singulière définie sur un corps fini, et qui seront utilisés tout au long de
cette thèse.

Nous nous inspirerons principalement de [21], [27], [34], [39], [44], [45] et [47], en réadaptant
éventuellement les définitions et les résultats dans le cas où le corps de base n’est pas algébriquement
clos. Pour toutes les notions d’algèbre commutative nous renvoyons à [2].

1.1 Notations

Nous fixons les notations suivantes :

q une puissance d’un nombre premier,
Fq le corps fini à q éléments,
Fq la clôture algébrique de Fq,

Gal(Fq/Fq) le groupe de Galois de l’extension Fq/Fq.

À noter que les définitions et résultats de ce chapitre restent valables si on remplace Fq par
un autre corps parfait, c’est-à-dire un corps dont toute extension algébrique est séparable.

5
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1.2 L’anneau local en un point

Commençons par examiner les objets algébriques associés aux points d’une courbe algébrique.
Dans cette section, nous nous limitons au cas des courbes affines. Cela peut se faire sans perte de
généralité, car chaque point d’une courbe projective admet un voisinage affine, c’est-à-dire un
ouvert affine qui le contient.

Soit X ⊂ An(Fq) := {(x1, . . . , xn) : xi ∈ Fq} une courbe algébrique affine, c’est-à-dire une
variété algébrique affine de dimension 1.

Définition 1.2.1. On dit que X est définie sur Fq si l’idéal

I(X) := {F ∈ Fq[X1, . . . , Xn] : F (Q) = 0 pour tout Q ∈ X(Fq)}

peut être engendré par des polynômes de Fq[X1, . . . , Xn].

Remarque 1.2.2. Considérons l’idéal

I(X/Fq) := {F ∈ Fq[X1, . . . , Xn] : F (Q) = 0 pour tout Q ∈ X} = I(X) ∩ Fq[X1, . . . , Xn].

Alors X est définie sur Fq si et seulement si :

I(X) = I(X/Fq) Fq[X1, . . . , Xn].

Définition 1.2.3. Une courbe algébrique X définie sur Fq est dite irréductible sur Fq si I(X/Fq)
est un idéal premier de Fq[X1, . . . , Xn]. Elle est dite absolument irréductible (ou géométrique-
ment irréductible) si elle est irréductible sur Fq, c’est-à-dire si I(X) est un idéal premier de
Fq[X1, . . . , Xn].

Exemple 1.2.4. La courbe X2 + XY + Y 2 = 0 est irréductible sur F2, mais pas absolument
irréductible. En effet dans F22 elle est la réunion des deux droites :

D1 : X − ζY = 0 et D2 : X − ζ2Y = 0,

où ζ ∈ F22 \ F2 est une racine primitive 3-ème de l’unité.

Définition 1.2.5. Soit X une courbe définie sur Fq. L’ensemble des points rationnels sur Fq de
X est l’ensemble

X(Fq) = X ∩ An(Fq).

Remarque 1.2.6. Si X est définie sur Fq, pout tout n ≥ 1 on peut aussi définir l’ensemble des
points de X rationnels sur Fqn par

X(Fqn) = X ∩ An(Fqn).

L’ensemble X(Fqn) correspond ainsi aux points de X(Fq) à coordonnées dans Fqn . Si l’on ne
précise pas l’extension, un point rationnel désignera un point rationnel sur Fq.
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Dans la suite on supposera X définie sur Fq.

Soient F1, . . . , Fm ∈ Fq[X1, . . . , Xn] des polynômes générateurs de I(X/Fq) (l’anneau Fq[X1, . . . , Xn]

étant noetherien, ses idéaux sont tous de type fini). Alors X(Fq) est constitué par l’ensemble des
solutions (x1, . . . , xn) ∈ Fnq du système d’équations polynomiales :

F1(X1, . . . , Xn) = 0
...

Fm(X1, . . . , Xn) = 0.

On remarque que si F ∈ Fq[X1, . . . , Xn] et Q = (x1, . . . , xn) ∈ An(Fq), alors pour tout
σ ∈ Gal(Fq/Fq) on a

F (Qσ) = F (Q)σ, (1.1)

où Qσ = (σ(x1), . . . , σ(xn)) et F (Q)σ = σ(F (Q)). Ainsi F (Qσ) = 0 si et seulement si F (Q)σ = 0,
et Gal(Fq/Fq) induit une action sur X(Fq). Il est immédiat de vérifier que

X(Fq) = {Q ∈ X(Fq) : Q = Qσ, pour tout σ ∈ Gal(Fq/Fq)}.

Définition 1.2.7. Soit X une courbe algébrique définie sur Fq. Un point fermé Q de X est une
orbite de l’action du groupe de Galois Gal(Fq/Fq) sur X(Fq) :

Q =
{
Q
σ

: σ ∈ Gal(Fq/Fq)
}
,

où Q ∈ X(Fq). Le degré degQ de Q est le cardinal de son orbite. Le corps de décomposition de Q
est la plus petite extension de Fq sur laquelle l’orbite se décompose en points séparés.

Remarque 1.2.8. 1. Le degré d’un point fermé Q est le degré de son corps de décomposition
sur Fq. Autrement dit, c’est le degré de la plus petite extension de Fq qui contienne les
coordonnées de tous les éléments de l’orbite. Ainsi le degré d’un point est toujours fini.

Si Q est un point de degré d alors Q = {Q,Qϕ, . . . , Qϕ
d−1

} où Q ∈ X(Fq) et ϕ ∈ Gal(Fq/Fq)
est l’automorphisme de Frobenius défini par :

ϕ : Fq → Fq
α 7→ αq

. (1.2)

2. Un point rationnel sur Fq est un point fermé de degré 1.

3. Soit F (X1, . . . , Xn) ∈ Fq[X1, . . . , Xn] et Q = {Q,Qϕ, . . . , Qϕ
d−1

} un point fermé de degré

d. D’après (1.1), s’il existe i0 ∈ {0, . . . , d− 1} tel que F (Q
ϕi0

) = 0, alors F (Q
ϕi

) = 0 pour
tout i = 0, . . . , d−1. Ainsi, dans ce cas, on pourra se permettre l’abus de notation F (Q) = 0.
Cela justifiera aussi le fait de considérer les fonctions s’annulant en un point fermé.

Notations. Soit X une courbe algébrique définie sur Fq. On note

Bd(X)



8 1.2. L’ANNEAU LOCAL EN UN POINT

le nombre de points fermés de degré d de X.

Remarque 1.2.9. Puisque chaque point de degré d de X engendre exactement d points de
X(Fqd), pour tout n ≥ 1 on a la formule suivante :

X(Fqn) =
∑
d|n

dBd(X). (1.3)

À partir de maintenant, un point fermé sera plus simplement appelé point, sauf indication
contraire.

Définition 1.2.10. Soit X une courbe algébrique définie sur Fq et Q l’un de ses points. Soit
I(X/Fq) = (F1, . . . , Fm) ⊂ Fq[X1, . . . , Xn]. On dit que X est non singulière en Q si la matrice
de taille m× n (

∂Fi
∂Xj

(Q)

)
1≤i≤m
1≤j≤n

,

appelée matrice Jacobienne en Q, est de rang n− 1. On dit que X est non singulière (ou lisse) si
elle est non singulière en tout point.

Exemple 1.2.11. Soit q impair. Considérons dans le plan affine A2(Fq) les courbes décrites par
les équations :

C0 : y2 = x3 + x, C1 : y2 = x3 + x2, C2 : y2 = x3.

Au point Q0 = (0, 0) les trois matrices Jacobiennes

J0 = (−3x2 − 1, 2y), J1 = (−3x2 − 2x, 2y), J2 = (−3x2, 2y)

ont pour rangs respectifs 1, 0 et 0. Il s’ensuit que Q0 est un point non singulier pour C0 et singulier
pour C1 et C2.

Pour avoir une vision géométrique du comportement local des trois courbes autour du point
(0, 0), représentons C0, C1 et C2 dans le plan affine réel :

y2 = x3 + x y2 = x3 + x2 y2 = x3

Nous examinerons plus en détails, dans la section 1.6, les propriétés algébriques locales
« responsables » de la nature du point (0,0) dans les cas des courbes C1, et C2 .

Remarque 1.2.12. L’ensemble des points singuliers d’une courbe algébrique irréductible X,
noté Sing(X), est un ensemble propre et fermé dans la topologie de Zariski [21, Ch.I, Th. 5.3].
Ainsi une courbe algébrique irréductible a un nombre fini de points singuliers.
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Remarque 1.2.13. Soit Q un point de X de degré d et soient Q1, . . . , Qd ∈ X(Fq), tels que
Q = {Q1, . . . , Qd}. Il est clair que Q est un point singulier de X si et seulement si Qi est un point
singulier de X ×Fq Fq, pour tout i = 1, . . . , d.

La définition 1.2.10 semble dépendre du plongement de X dans un espace affine. Toutefois,
on verra que l’on peut décrire intrinsèquement la propriété de non singularité, en termes des
fonctions sur la courbe X (voir [53]).

SoitX une courbe algébrique irréductible définie sur Fq. Notons Fq[X] l’anneau des coordonnées
affines de X sur Fq :

Fq[X] =
Fq[X1, . . . , Xn]

I(X/Fq)
.

C’est un anneau intègre (car I(X/Fq) est un idéal premier) de dimension de Krull égale à 1. Son
corps des fractions, noté Fq(X), est appelé le corps des fonctions rationnelles de X sur Fq. Ce
dernier est une extension de type fini de Fq, de degré de transcendance égal à 1. On définit, de
façon similaire, Fq[X] et Fq(X), en remplaçant Fq par Fq.

Soit Q un point de X de degré d. Considérons le sous-ensemble OQ de Fq(X) constitué par
les fonctions rationnelles de X définies en Q :

OQ :=

{
G

H
∈ Fq(X) : H(Q) 6= 0

}
.

Si f = G/H ∈ OQ, alors f(Q) = G(Q)/H(Q) est bien défini. Ainsi les éléments de OQ sont appelés
les fonctions régulières en Q. On montre aisément que Q 6= Q′ si et seulement si OQ 6= OQ′ .

On remarque facilement que OQ est le localisé de Fq[X] en l’idéal maximal

MQ = {F ∈ Fq[X] : F (Q) = 0}.

Il s’ensuit [2, Ex. 1 Ch. 3] que OQ est un anneau local d’idéal maximal

MQ :=

{
G

H
∈ OQ : G(Q) = 0

}
.

De plus, OQ est de dimension de Krull 1, c’est-à-dire qu’il ne possède pas d’autres idéaux premiers
que (0) etMQ (cela vient du fait que Fq[X] est de dimension de Krull égale à 1). On a :

OQ
MQ

∼=
Fq[X]

MQ

∼= Fqd ,

où le dernier isomorphisme est donné par l’application :

Fq[X] → Fqd
F 7→ F (Q)

,

avec Q l’un des points de X(Fq) dans l’orbite de Q.
L’anneau OQ est appelé anneau local de X en Q.
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Remarque 1.2.14. Si l’on considère l’extension de corps de fonctions Fq(X)/Fq(X), il existe
exactement d anneaux locaux qui contiennent OQ. Ils correspondent aux d points Q1, . . . , Qd ∈
X(Fq), tels que Q = {Q1, . . . , Qd}. Il en découle que OQ ⊆

⋂
i=1,...,dOQi ⊂ Fq(X), et plus

précisément

OQ =

 ⋂
i=1,...,d

OQi

 ∩ Fq(X).

De plus, on a
MQ =MQi ∩ OQ, pour tout i = 1, . . . d.

On peut illustrer cela de la manière suivante :

Fq(X)

OQ1
· · · OQd

⋂
i=1,...,dOQi

Fq(X)

OQ

∩Fq(X)

Le quotient MQ/(MQ)2 est un OQ/MQ-espace vectoriel dont la dimension gouverne la
nature du point Q. On a, en fait, le résultat suivant :

Théorème 1.2.15. Soit X une courbe algébrique irréductible définie sur Fq et Q un point de X.
Alors X est non singulière en Q si et seulement si l’anneau local OQ est un anneau local régulier,
c’est-à-dire

dimOQ/MQ

MQ

(MQ)2
= dim(OQ) = 1, (1.4)

où le premier symbole dim désigne la dimension d’un espace vectoriel et le second la dimension
de Krull d’un anneau.

Démonstration. Le résultat découle directement de [21, Ch. I, Th. 5.1], en remarquant qu’une
courbe est une variété de dimension 1.

La propriété (1.4) est équivalente à la condition que MQ peut être engendré par un seul
élément t ∈ OQ appelé une uniformisante locale en Q [2, Th. 11.22].

Remarque 1.2.16. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un anneau local noethérien
O d’idéal maximalM et de corps résiduel O/M [2, Prop. 9.2] :

- O est un anneau de valuation discrète ;
- O est intégralement clos ;
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- M est un idéal principal ;
- dimO/M(M/M2) = 1 ;
- tout idéal non nul est une puissance deM ;
- il existe t ∈ O tel que tout idéal non nul est de la forme tkO, k ≥ 0.

D’après la remarque précédente, un anneau local régulier de dimension 1 est un anneau de
valuation discrète. On peut donc réécrire le théorème 1.2.15 sous la forme suivante :

Théorème 1.2.17. Soit X une courbe algébrique irréductible définie sur Fq et Q un point de X.
Alors X est non singulière en Q si et seulement si OQ est un anneau de valuation discrète.

Si Q ∈ X est non singulier, notons vQ la valuation (à valeurs dans Z) associée à OQ : si f est
un élément non nul de Fq(X), la relation vQ(f) = n, n ∈ Z, signifie que f peut s’écrire sous la
forme f = tnu, où u est un élément inversible de OQ.

Remarque 1.2.18. Comme pour toute variété algébrique, les OQ forment un faisceau d’anneaux
sur X, à condition de munir X de la topologie de Zariski [38, Ch. II] ; rappelons que les sous-
ensembles fermés d’une courbe X pour cette topologie sont les sous-ensembles finis et X lui-même.
Le faisceau des anneaux locaux OQ sera noté OX ; c’est un sous-faisceau du faisceau constant
Fq(X).

1.3 La normalisée d’une courbe

Commençons par résumer les propriétés fondamentales de la normalisée d’une courbe algé-
brique, en partant de sa définition.

Définition 1.3.1. Une normalisée d’une courbe algébrique irréductible X est une courbe algé-
brique irréductible lisse X̃ pour laquelle il existe une application régulière

ν : X̃ → X,

telle que ν est finie et birationnelle. L’application ν est appelée normalisation.

Remarque 1.3.2. 1. Si X =
⋃
iXi est une courbe réductible alors on peut définir X̃ =

⋃
i X̃i.

Pour cette raison il n’est pas contraignant de supposer X irréductible.

2. Une courbe affine a une normalisée qui est aussi affine [44, Th. 4 Ch. II].

3. Si X est définie sur Fq, alors il en va de même pour X̃ et ν.

4. Puisque ν est birationnelle, on a que Fq(X̃) et Fq(X) sont isomorphes en tant Fq-algèbres
[21, Ch. I, Cor. 4.5]. Un isomorphisme est donné par l’application :

ν∗ : Fq(X) → Fq(X̃)

f 7→ f ◦ ν

5. Par définition des applications régulières finies, on a que si X̃ est une normalisée de X,
alors Fq[X̃] est entier sur Fq[X]. Or, l’anneau Fq[X̃] est intégralement clos (ou normal),
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puisque X̃ est une courbe lisse, et donc normale [44, Th. 1 Ch. 5]. Il s’ensuit que Fq[X̃] est
la fermeture intégrale de Fq[X] dans son corps des fractions Fq(X), c’est-à-dire la clôture
intégrale de Fq[X].

6. Le fait que ν soit finie entraîne aussi que, pour tout Q ∈ X, la fibre ν−1(Q) ⊂ X̃ de ν
au-dessus de Q est finie. Autrement dit, il existe un nombre fini de points P1, . . . , Ps ∈ X̃
tels que ν(Pi) = Q. Si ν(P ) = Q, on écrira aussi P → Q.

La courbe normalisée est unique à isomorphisme près :

Théorème 1.3.3. [44, Cor. Ch. 5] La normalisation d’une courbe algébrique affine irréductible
X est unique. Plus précisément, si ν : X̃ → X et ν′ : X̃ ′ → X sont deux normalisations, alors il
existe un isomorphisme φ : X̃ → X̃ ′.

Théorème 1.3.4. [44, Th. 7 Ch. II] La normalisée d’une courbe projective est une courbe
projective.

Il est intéressant d’examiner les relations entre les points de X et X̃, et les anneaux locaux de
Fq(X) et Fq(X̃).

Proposition 1.3.5. Soit X une courbe algébrique irréductible définie sur Fq, X̃ sa courbe
normalisée et ν : X̃ → X l’application de normalisation. Alors P → Q si et seulement si
ν∗(OQ) ⊆ OP .

Démonstration. Supposons d’abord que ν(P ) = Q. Soit donc f = G/H ∈ OQ. On a :

ν∗(f) =
ν∗(G)

ν∗(H)
=
G ◦ ν
H ◦ ν

,

avec H ◦ ν(P ) = H(ν(P )) = H(Q) 6= 0. Donc ν∗(f) ∈ OP .
Supposons réciproquement que ν∗(OQ) ⊆ OP . Alors pour tout f = G/H ∈ OQ on a

ν∗(f) = (G ◦ ν)/(H ◦ ν) ∈ OP . En particulier, on obtient H(ν(P )) = H(Q) 6= 0 qui implique
f ∈ Oν(P ). Ainsi OQ ⊆ Oν(P ), d’où Q = ν(P ).

En vertu de l’isomorphisme ν∗, à partir de maintenant nous considérerons Fq[X] comme un
sous-anneau de Fq[X̃] et Fq(X) = Fq(X̃). Ainsi, pour tout P → Q nous verrons OP comme un
sur-anneau de OQ. Avec cette convention, on a le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.6. Soit OQ un anneau local de Fq(X). Il existe un nombre fini d’anneaux de
valuation discrète de Fq(X) qui contiennent OQ. Ce sont précisément les anneaux locaux des
points P de X̃ tels que P → Q.

Soit Q un point deX et soient P1, . . . , Ps les points de X̃ tels que Pi → Q pour tout i = 1, . . . , s.
On peut illustrer la proposition 1.3.5 et le corollaire 1.3.6 avec le diagramme suivant :
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ν : X̃ X

P1

... Q

Ps

Fq(X̃) = Fq(X)

OP1
· · · OPs

OQ

Remarque 1.3.7. Le faisceau OX sur X est donc l’image directe ν(OX̃) du faisceau OX̃ des
anneaux locaux sur X̃.

Le corollaire précédent permet aussi de définir des relations entre les degrés des points sur X
et X̃ qui se correspondent à travers ν :

Proposition 1.3.8. Soient Q ∈ X et P1, . . . , Ps ∈ X̃ tels que Pi → Q. Alors

degQ | degPi, pour tout i = 1, . . . , s.

En particulier, s’il existe i = 1, . . . , s tel que Pi soit rationnel, alors Q est rationnel. De plus, si
Q est non singulier, alors Q et P = ν−1(Q) ont le même degré.

Démonstration. Si P → Q, alors OQ ⊆ OP et l’application

OQ
MQ

−→ OP
MP

f +MQ 7−→ f +MP

,

est un plongement de corps. Ainsi

degP =

[
OP
MP

: Fq
]

=

[
OP
MP

:
OQ
MQ

] [
OQ
MQ

: Fq
]

=

[
OP
MP

:
OQ
MQ

]
· degQ.

Si Q est non singulier, alors OQ = OP , d’où degQ = degP .

Remarque 1.3.9. Une conséquence immédiate de la proposition 1.3.8 est que

ν
(
X̃(Fqn)

)
⊆ X(Fqn).

Proposition 1.3.10. Soit X une courbe algébrique irréductible définie sur Fq et ν : X̃ → X la
normalisation de X. Si Q est non singulier, alors il existe un unique point P tel que ν(P ) = Q.
Autrement dit, si Q ∈ X est tel que |ν−1(Q)| > 1, alors Q est singulier.

Démonstration. Si Q est non singulier, alors OQ est un anneau de valuation discrète, et un anneau
de valuation discrète n’a pas de sur-anneau de valuation discrète propre.

Proposition 1.3.11. L’application de normalisation ν : X̃ → X est un isomorphisme birégulier
de X̃ \ ν−1(Sing(X)) sur X \ Sing(X) .

Démonstration. Cela découle directement du fait qu’une application rationnelle entre courbes est
régulière en les points non singuliers [45, Prop. 2.1].
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1.4 Invariants locaux d’un point

Dans la section 1.2, on a déjà vu que les informations sur la nature d’un point d’une courbe
(comme la propriété d’être singulier) sont contenues dans son anneau local. Dans cette section,
nous examinons plus en détails les caractéristiques d’un point qui dépendent de son anneau local
et qui sont appelées invariants locaux du point.

Soient X une courbe algébrique irréductible définie sur Fq, X̃ sa courbe normalisée et ν :

X̃ → X une application de normalisation. Soit Q ∈ Sing(X). D’après la remarque 1.2.16 et
le théorème 1.2.17, l’anneau local OQ n’est pas intégralement clos. Ainsi, on peut considérer
la clôture intégrale OQ de OQ. Soient P1, . . . , Ps ∈ X̃ tels que Pi → Q pour tout i = 1, . . . , s.
D’après [2, Cor. 5.22] et le corollaire 1.3.6, on a :

OQ =
⋂
P→Q

OP =
⋂

i=1,...,s

OPi .

La situation est illustrée dans le diagramme suivant :

Fq(X̃) = Fq(X)

OP1
· · · OPs

OQ =
⋂
i=1,...,sOPi

OQ

L’anneau OQ est ainsi une intersection finie d’anneaux de valuation discrète. Il est bien connu
(voir [46, Prop. 3.2.9]) que cela entraîne que OQ est un anneau semi-local, c’est-à-dire qu’il a un
nombre fini d’idéaux maximaux. Ce sont précisément les idéaux Ni donnés par

Ni =MPi
∩ OQ, i = 1, . . . , s.

De plus les corps OPi
/MPi

et OQ/Ni sont isomorphes.
Plus exactement, OQ est un anneau principal [46, Prop. 3.2.10], et donc, en particulier, un

anneau de Dedekind.

Considérons le OQ-module OQ/OQ. C’est un Fq-espace vectoriel de dimension finie [36, Th.1].
Soit CQ l’annulateur de OQ/OQ, à savoir :

CQ = {f ∈ OQ : fOQ ⊆ OQ}.

Il est clair que CQ est un idéal à la fois de OQ et de OQ. Plus précisément, CQ est le plus grand
idéal de OQ qui soit un idéal de OQ. L idéal CQ est appelé le conducteur de l’extension OQ/OQ.

On définit ainsi les invariants locaux fondamentaux d’un point Q :
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Définition 1.4.1. Soit X une courbe algébrique irréductible définie sur Fq et Q l’un de ses
points. Considérons les entiers positifs :

δQ := dimFq OQ/OQ, nQ := dimFq OQ/CQ.

On appelle nQ et δQ les invariants locaux fondamentaux de Q. En particulier δQ est appelé le
degré de singularité en Q.

Remarque 1.4.2. Les assertions suivantes sont équivalentes :

- Q est non singulier ;
- δQ = 0 ;
- nQ = 0.

Cela découle directement du fait que Q est non singulier si et seulement si OQ = OQ.

Remarque 1.4.3. En vertu du troisième théorème d’isomorphisme pour les Fq-modules OQ ⊇
OQ ⊇ CQ [2, Prop. 2.1] :

OQ/OQ ∼= (OQ/CQ)(OQ/CQ),

on a que si δQ > 0, alors CQ est un idéal propre. Ainsi, dans l’anneau de Dedekind OQ, il possède
une factorisation unique comme produit des idéaux maximaux N1, . . . ,Ns de OQ [2, Cor. 9.4],
c’est-à-dire qu’il existe n1, . . . , ns strictement positifs tels que :

CQ = Nn1
1 · · · Nns

s .

Or
OQ/CQ = OQ/(Nn1

1 · · · Nns
s ) ∼=

⊕
i=1,...,s

OQ/Nni
i
∼=

⊕
i=1,...,s

(OPi
/MPi

)
ni ,

donc
δQ = dimFq OQ/CQ − dimFq OQ/CQ =

∑
i=1,...,s

ni degPi − dimFq OQ/CQ.

Cela montre comment, dans le cas non algébriquement clos, le degré de singularité d’un point
dépend aussi du degré des points qui appartiennent à la fibre, via l’application de normalisation.

Proposition 1.4.4. Si δQ 6= 0, alors δQ ≤ nQ − 1.

Démonstration. On a
δQ = nQ − dimFq OQ/CQ.

Si δQ 6= 0, alors OQ ( OQ, et CQ ( OQ. On a Fq + CQ ⊆ OQ, d’où

dimFq OQ/CQ ≥ dimFq (Fq + CQ)/CQ = 1.
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1.5 Le genre arithmétique

Un invariant birationnel est une quantité ou un objet qui est bien défini sur une classe
d’équivalence birationnelle de variétés algébriques. Autrement dit, il dépend seulement du corps
des fonctions de la variété.

Dans le cas des courbes algébriques projectives irréductibles lisses, l’invariant birationnel
numérique le plus important est le genre g, dont une définition peut être donnée à partir du
théorème de Riemann-Roch (voir par exemple [45, Th. 5.4]), et qui prend toutes les valeurs
entières positives g ≥ 0. C’est un entier qui, d’une certaine façon, mesure la complexité de la
courbe. Pour g = 0, par exemple, il existe exactement une classe d’équivalence birationnelle, celle
des courbes rationnelles, c’est-à-dire des courbes qui sont birationnellement équivalentes à la
droite projective P1.

Il est possible d’étendre la définition de genre à une courbe singulière, en définissant le genre
d’une courbe singulière comme celui de la courbe lisse qui lui est birationnellement équivalente :

Définition 1.5.1. Le genre géométrique d’une courbe algébrique projective irréductible est le
genre de sa normalisée.

Par définition, le genre géométrique est donc un invariant birationnel aussi des courbes
singulières.

On peut associer à une courbe un autre entier naturel, le genre arithmétique, qui, comme on
le verra, mesure, dans un certain sens, combien la courbe est « loin » d’être lisse.

Le genre arithmétique d’une courbe algébrique projective X plongée dans Pn est par définition
(voir [32], [43], [54], où la définition pour une variété de dimension quelconque) l’entier π 1 tel
que :

1− π = χ(X),

où χ(X) est le terme constant du polynôme caractéristique d’Hilbert de X dans Pn. Si X est lisse,
alors π est un invariant birationnel. Plus généralement, le genre arithmétique est un invariant
numérique qui est indépendant du plongement projectif de X (voir [21, Ch. III, Ex. 5.3]).

Pour nos besoins, il sera plus utile de travailler avec une définition équivalente du genre
arithmétique qui mette en évidence la dépendance de ce dernier par rapport au degré de singularité
de la courbe (voir [39, Ch. IV n. 7]).

Définition 1.5.2. Soit X une courbe algébrique projective irréductible définie sur Fq. Le degré
de singularité de X, noté δ, est défini par la formule

δ =
∑
Q∈X

δQ. (1.5)

Remarque 1.5.3. Le degré de singularité de la courbe est ainsi naturellement défini comme la
somme des degrés de singularité de ses points. D’après la remarque 1.4.2, la somme (1.5) peut

1. Dans la littérature, le genre arithmétique est plus souvent noté pa. Nous adoptons ici la notation de Serre
dans [39, Ch. IV n. 6])
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être restreinte aux points Q ∈ Sing(X) :

δ =
∑

Q∈Sing(X)

δQ. (1.6)

En particulier X est lisse si et seulement si δ = 0.
On remarque aussi que si on pose

O :=
⋂

Q∈Sing(X)

OQ,

et si O est la clôture intégrale de O, alors, d’après [36, Lemma], on a

δ = dimFq O/O.

L’anneau O, intersection des anneaux locaux des points singuliers de X, est appelé dans [36]

l’anneau semi-local de X.

Définition 1.5.4. Soit X une courbe algébrique projective irréductible définie sur Fq. Le genre
arithmétique π de X est l’entier :

π := g + δ,

où g est le genre géométrique de X.

Remarque 1.5.5. 1. Il est évident que π ≥ g, et π = g si et seulement si X est une courbe
lisse.

2. Si X est une courbe plane de degré d alors (voir [21, Ch. I, Ex. 7.2])

π =
(d− 1)(d− 2)

2
.

Il s’ensuit que dans ce cas le genre géométrique de X est donné par la formule :

g =
(d− 1)(d− 2)

2
−

∑
Q∈Sing(X)

δQ.

1.6 Exemples

Reprenons les courbes C1, C2 ⊆ A2(Fq), avec q impair, introduites dans l’exemple 1.2.11 :

C1 : y2 = x3 + x2, C2 : y2 = x3.

On a montré que le point Q0 = (0, 0) est l’unique point singulier pour C1 et C2. On verra par la
suite que les propriétés locales de ce point diffèrent suivant la courbe.

1) Considérons l’anneau des coordonnées affines de C1 sur Fq

Fq[C1] =
Fq[x, y]

(y2 − x2 − x3)
= Fq[x, y],



18 1.6. EXEMPLES

où x = x+ (y2 − x2 − x3)Fq[x, y] et y = y + (y2 − x2 − x3)Fq[x, y]. L’élément y/x ∈ Fq(C1)

est racine du polynôme unitaire t2 − (x+ 1) ∈ Fq[C1][t]. Ainsi y/x est un élément entier sur
Fq[C1] qui n’appartient pas à Fq[C1], d’où Fq[C1] n’est pas un anneau intégralement clos (en
effet C1 n’est pas normale). On obtient que dans l’algèbre Fq[C1] [y/x] on a :

x =

(
y

x

)2

− 1 et y = x
y

x
=

((
y

x

)2

− 1

)
y

x
.

Ainsi l’application
ν∗ : Fq[C1] [y/x] −→ Fq[t]

x 7−→ t2 − 1

y 7−→ (t2 − 1)t

est un isomorphisme et Fq[C1][y/x] ∼= Fq[t] est donc intégralement clos. Il s’ensuit que A1(Fq)
est la normalisation de C1 et une application de normalisation est donnée par

ν : A1 −→ C1
t 7−→ (t2 − 1, (t2 − 1)t).

Soit Q0 = (0, 0) ∈ C1 et

OQ0 = Fq[C1](x,y) =

{
F

G
|F,G ∈ Fq[C1] et G /∈ (x, y)Fq[C1]

}
l’anneau local de Q0. En remarquant que

ν∗(Fq[C1]) = Fq[t2, t3 − t] et (t2 − 1, t(t2 − 1))Fq[t2 − 1, t(t2 − 1)] = (t2 − 1)Fq[t],

on a :

ν∗(OQ0) =

{
f

g
| f, g ∈ Fq[t2, t3 − t2] et g /∈ (t2 − 1)Fq[t]

}
= Fq + (t2 − 1)

(
Fq[t](t−1) ∩ Fq[t](t+1)

)
.

Par abus de notation nous écrirons OQ0 plutôt que ν∗(OQ0).

La fibre au-dessus de Q0 est constituée de deux points rationnels de A1, P1 = 1 et P2 = −1 :

ν : A1 C1
1

Q0 = (0, 0)

−1

d’où
OQ0

= OP1
∩ OP2

= Fq[t](t−1) ∩ Fq[t](t+1).
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Ce dernier est un anneau semi-local, dont les idéaux maximaux sont précisément :

N1 = (t− 1)OQ0
et N2 = (t+ 1)OQ0

.

Si l’on pose CQ0 = (t2 − 1)OQ0 = N1N2, on a que OQ0 = Fq + CQ0 . On peut résumer la
situation par les diagrammes suivants :

Fq(A1) ∼= Fq(C1)

OP1
OP2

OQ0

OQ0

Fq(t)

Fq[t](t−1) Fq[t](t+1)

Fq[t](t−1) ∩ Fq[t](t+1)

Fq + (t2 − 1)
(
Fq[t](t−1) ∩ Fq[t](t+1)

)
L’idéal CQ0

est ainsi le conducteur de l’extension OQ0
/OQ0

et le degré de singularité en Q0

est donné par

δQ0
= dimFq

OQ/CQ − dimFq
OQ/CQ = degP1 + degP2 − 1 = 1.

2) Considérons l’anneau des coordonnées affines de C2 sur Fq

Fq[C2] =
Fq[x, y]

(y2 − x3)
= Fq[x, y],

où x = x + (y2 − x3) et y = y + (y2 − x3). On remarque que Fq[C2] ∼= Fq[t2, t3] puisque
l’application

ν∗ : Fq[C1] −→ Fq[t2, t3]

x 7−→ t2

y 7−→ t3

est un isomorphisme. Il est simple de montrer que Fq[t] est la clôture intégrale de Fq[t2, t3],
car t ∈ Frac(Fq[t2, t3]) = Fq(t) est racine du polynôme unitaire X2 − t2 ∈ Fq[t2, t3][X] et
Fq[t] est intégralement clos.

Il s’ensuit que A1 est la normalisation de C2 dans ce cas aussi, et une application de
normalisation est donnée par

ν : A1 −→ C2
t 7−→ (t2, t3).

Soit Q0 = (0, 0) ∈ C2 et

OQ0
= Fq[C2](x,y) =

{
F

G
|F,G ∈ Fq[C2] et G /∈ (x, y)Fq[C2]

}
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l’anneau local de Q0. En remarquant que

(t2, t3)Fq[t2, t3] = t2Fq[t],

on a :

ν∗(OQ0) =

{
f

g
| f, g ∈ Fq[t2, t3] et g /∈ t2Fq[t]

}
= Fq + t2Fq[t](t).

Comme précédemment nous écrirons OQ0 plutôt que ν∗(OQ0).
La fibre au-dessus de Q0 est constituée du point rationnel P = 0, d’où

OQ0 = OP = Fq[t](t).

Ce dernier est un anneau local d’idéal maximalMP = tFq[t](t). Si l’on pose CQ0
= t2OP =

(MP )2, on a que OQ0
= Fq+CQ0

. On peut résumer la situation par les diagrammes suivants :

Fq(A1) ∼= Fq(C2)

OP = OQ0

OQ0

Fq(t)

Fq[t](t)

Fq + t2Fq[t](t)

L’idéal CQ0 est ainsi le conducteur de l’extension OQ0/OQ0 et le degré de singularité en Q0

est donné par

δQ0
= dimFq

OQ/CQ − dimFq
OQ/CQ = 2 degP − 1 = 1.



Chapitre 2

Bornes sur le nombre de points
rationnels des courbes

Une courbe définie sur un corps fini a un nombre fini de points rationnels, car ce dernier
est trivialement borné par le nombre de points rationnels de l’espace projectif dans lequel la
courbe est plongée : un aspect arithmétique de la géométrie algébrique, qui a influencé de façon
prépondérante des domaines d’application tels que la cryptographie et la théorie des codes.

La fonction zêta associée à une courbe joue un rôle central dans le comptage de son nombre de
points rationnels. En partant du théorème de Weil pour les courbes lisses, nous parcourrons dans
ce chapitre les résultats fondamentaux concernant les bornes sur le nombre de points rationnels
d’une courbe algébrique projective absolument irréductible définie sur un corps fini, avec pour
point culminant le cas des courbes singulières.

Sauf indication contraire, par la suite on utilisera le mot courbe pour désigner une courbe
algébrique, projective, absolument irréductible.

2.1 Le cas lisse

On pourra se référer, pour cette section, à [25], [26], [33] et [49].

2.1.1 La borne de Serre-Weil

Soit X une courbe lisse de genre g définie sur Fq. Notons ]X(Fqn) le nombre de points de X
rationnels sur Fqn . La fonction zêta de X, notée ZX(T ), est définie par :

ZX(T ) := exp

( ∞∑
n=1

]X(Fqn)
Tn

n

)
. (2.1)

Exemple 2.1.1. Considérons P1, la droite projective définie sur Fq. Pour tout n ≥ 1, on a

]P1(Fqn) = qn + 1.

21
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Ainsi, dans ce cas, la fonction zêta est donnée par :

ZP1(T ) = exp

( ∞∑
n=1

(qn + 1)
Tn

n

)
= exp

( ∞∑
n=1

Tn

n

)
exp

( ∞∑
n=1

(qT )n

n

)
=

1

(1− T )(1− qT )
.

Il est bien connu que ZX(T ) est une fonction rationnelle de Q(T ) (la rationalité de ZX(T )

vaut plus généralement pour tout schéma X défini sur Fq, comme l’ont montré Dwork dans [11]
et Grothendieck dans [19]). Plus précisément, on a le résultat suivant, aussi connu sous le nom
d’hypothèse de Riemann pour les courbes sur les corps finis.

Théorème 2.1.2 (Weil, 1948 1, [52]). Soit X une courbe lisse de genre g définie sur Fq. Alors la
fonction zêta ZX(T ) prend la forme :

ZX(T ) =
P (T )

(1− T )(1− qT )
, (2.2)

où

P (T ) =

2g∏
i=1

(1− ωiT ) ∈ Z[T ]

est un polynôme de degré 2g dont les racines inverses ωi ∈ C sont des entiers algébriques de
module √q.

De plus, la fonction zêta ZX(T ) satisfait l’équation fonctionnelle

ZX

(
1

qT

)
=

ZX(T )

(qT 2)g−1
.

Remarque 2.1.3. 1. Le théorème précédent montre en particulier que toutes les informations
sur la courbe contenues dans la fonction zêta sont aussi contenues dans le polynôme P (T ).

2. Les ωi sont deux à deux conjugués [46, Th. 5.1.15], et peuvent donc être ordonnés de façon
à ce que ωi+g = ωi. Si pour tout i = 1, . . . , g on note :

αi = ωi + ωi,

on a

ZX(T ) =

∏g
i=1(1− ωiT )(1− ωiT )

(1− T )(1− qT )
=

∏g
i=1(qT 2 − αiT + 1)

(1− T )(1− qT )
. (2.3)

Le théorème 2.1.2 entraîne le résultat suivant sur le nombre de points rationnels d’une courbe
lisse définie sur Fq :

1. La note originale de trois pages sur l’hypothèse de Riemann pour une courbe sur un corps fini, présentée par
André Weil aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences par l’intermédiaire d’Élie Cartan, est en vérité datée
de 1940, mais il manque à cette note la preuve d’un lemme important, qui arrivera seulement 8 ans et 500 pages
plus tard.
Pour plus de détails, le lecteur curieux pourra trouver dans [25] une référence intéressante sur le contexte historique
et mathématique de la preuve par André Weil.
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Proposition 2.1.4. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur Fq. On a :

]X(Fq) = q + 1−
2g∑
n=1

ωi = q + 1−
g∑

n=1

αi. (2.4)

Démonstration. D’après la définition (2.1) de la fonction zêta, on pose :

dZX(T )

dT

∣∣∣∣
T=0

= ]X(Fq).

D’autre part, en dérivant (2.2), on obtient :

dZX(T )

dT

∣∣∣∣
T=0

= q + 1 + P ′(0) = q + 1−
2g∑
i=1

ωi,

ce qui donne l’expression voulue pour ]X(Fq).

Remarque 2.1.5. Plus généralement, pour tout entier n ≥ 1 on a [46, Cor. 5.1.16] :

]X(Fqn) = qn + 1−
2g∑
n=1

ωni . (2.5)

Une conséquence immédiate du théorème 2.1.2 et de l’équation (2.4) est la borne de Weil 2

pour le nombre de points rationnels d’une courbe lisse définie sur un corps fini :

Théorème 2.1.6. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur Fq. On a

|]X(Fq)− (q + 1)| ≤ 2g
√
q. (2.6)

Remarque 2.1.7. En réécrivant la borne (2.6) sous la forme :

|]X(Fq)− ]P1(Fq)| ≤ 2(gX − gP1)
√
q,

le théorème 2.1.6 dit, d’une certaine façon, que le nombre de points rationnels d’une courbe définie
sur Fq est « proche » du nombre de points rationnels de la droite projective sur le même corps
fini.

Une amélioration significative de (2.6) lorsque q n’est pas un carré a été donnée par Serre en
1983. Cette nouvelle borne, qui est d’autant meilleure que le genre est grand, est traditionnellement
appelée borne de Serre-Weil :

Théorème 2.1.8 (Serre, 1983, [41]). Soit X une courbe lisse de genre g définie sur Fq. On a

|]X(Fq)− (q + 1)| ≤ g[2
√
q]. (2.7)

2. Dans la littérature la borne de Weil est parfois appelée borne de Hasse-Weil, car elle avait déjà été démontrée
par Hasse dans les années 30, dans le cas des courbes elliptiques (voir [22] et [23]).
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Démonstration. On peut supposer g > 0. D’après (2.4), il suffit de montrer que∣∣∣∣∣
g∑
i=1

αi

∣∣∣∣∣ ≤ g[2
√
q].

Pour i = 1, . . . , g, on pose :
γi = αi + [2

√
q] + 1.

Les nombres γi sont des entiers algébriques réels qui forment un ensemble stable sous l’action
de Gal(Q/Q) et tels que γi > 0 (puisque αi ≥ −2

√
q). Ainsi,

∏g
i=1 γi > 0 est un entier. Si l’on

applique l’inégalité arithmético-géométrique :

1

g

g∑
i=1

γi ≥

(
g∏
i=1

γi

)1/g

≥ 1,

il s’ensuit que

g ≤
g∑
i=1

γi = g([2
√
q] + 1) +

g∑
i=1

αi,

ou, autrement dit,

−
g∑
i=1

αi ≤ g[2
√
q].

Pour l’autre inégalité, il suffit de remplacer αi par −αi dans la définition des γi.

Exemple 2.1.9. Pour g = 2 et q = 23, la borne (2.6) donne |]X(Fq)− 24| ≤ 19, alors que (2.7)

donne |]X(Fq)− 24| ≤ 18.

Notations. Nous notons de façon usuelle

Nq(g)

le nombre maximum de points rationnels d’une courbe lisse de genre g définie sur Fq.

Le corollaire suivant découle directement de la borne de Serre-Weil.

Corollaire 2.1.10. On a l’inégalité

Nq(g) ≤ q + 1 + g[2
√
q]. (2.8)

2.1.2 La borne de Ihara

Quand le genre g est suffisamment grand par rapport à q, on a une amélioration significative
de la borne de Serre-Weil, donnée par la borne de Ihara.

Théorème 2.1.11 (Ihara, 1981, [28]). On a

Nq(g) ≤ q + 1 +
1

2

(√
(8q + 1)g2 + (4q2 − 4q)g − g

)
. (2.9)
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Démonstration. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur Fq. D’après l’inégalité, évidente,

]X(Fq) ≤ ]X(Fq2),

remarquée et utilisée par Ihara dans [28], les formules (2.5) et le fait que ωiωi = q, on a :

q + 1−
g∑
i=1

αi = ]X(Fq) ≤ ]X(Fq2) = q2 + 1 + 2qg −
g∑
i=1

α2
i .

En appliquant la borne de Cauchy-Schwarz aux vecteurs (α1, . . . , αg) et (1, . . . , 1) dans Rg,
on obtient : (

g∑
i=1

αi

)2

≤ g
g∑
i=1

α2
i

et donc

]X(Fq) ≤ q2 +1+2qg−
g∑
i=1

α2
i ≤ q2 +1+2qg− 1

g

(
g∑
i=1

αi

)2

= q2 +1+2qg− 1

g
(q+1− ]X(Fq))2.

Nous obtenons ainsi une inéquation de second degré en ]X(Fq) :

(]X(Fq))2 − (2(q + 1)− g)]X(Fq) + (q + 1)2 − (q2 + 2qg + 1)g ≤ 0,

dont la résolution donne la borne voulue.

Remarque 2.1.12. La borne de Ihara est meilleure que la borne de Weil dès que

2(q + 1 + 2g
√
q) >

(√
(8q + 1)g2 + (4q2 − 4q)g − (g − 2q − 2)

)
,

c’est-à-dire dès que

g >

√
q(
√
q − 1)

2
,

ou, autrement dit, quand le genre est grand par rapport à la cardinalité du corps sur lequel la
courbe est définie. Pour q = 4, la borne de Ihara est déjà meilleure lorsque g ≥ 1.

Exemple 2.1.13. La borne de Weil nous dit que N2(100) ≤ 285 alors que la borne de Ihara
donne N2(100) ≤ 159.

Remarque 2.1.14. Pour g suffisamment grand par rapport à q, les bornes de Serre-Weil et Ihara
sont améliorées par la borne d’Oesterlé 3 (voir [49]). Cette borne consiste en une optimisation de
la méthode des « formules explicites » à travers laquelle Serre, dans [41], obtient des minorations
du genre d’une courbe en fonction de son nombre de points rationnels.

3. Le résultat fut exposé par Oesterlé au séminaire 1982-1983 que dirigeait Serre au Collège de France, mais sa
démonstration n’a jamais été publiée. Néanmoins, on peut trouver des indications sur l’énoncé et la démonstration
du théorème d’Oesterlé dans les notes manuscrites de F. Q. Gouvea d’un cours de Serre à Harvard en 1985 (voir
[42]).
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2.1.3 Le cas des petits genres

Pour g = 0, 1, ou 2, la valeur de Nq(g) est connue explicitement.
Dans le cas des courbes rationnelles, c’est-à-dire lorsque g = 0, le théorème 2.1.6 montre

qu’une telle courbe a toujours q + 1 points rationnels :

Nq(0) = q + 1.

Le cas où g = 1, c’est-à-dire celui des courbes elliptiques, est moins trivial. Le résultat suivant
est connu depuis les travaux de Hasse et Deuring (voir par exemple [10]).

Théorème 2.1.15. [50, Th. 4.1] Soit q = pn avec p premier. Alors

Nq(1) =

{
q + [2

√
q] si p divise [2

√
q], et si n ≥ 3,

q + 1 + [2
√
q] sinon.

Le cas g = 2 a été entièrement résolu par Serre. Pour cela, nous disons que q = pr est spécial
si q vérifie l’une des quatre conditions suivantes :

- q divise [2
√
q] ;

- il existe un entier x tel que q = x2 + 1 ;

- il existe un entier x tel que q = x2 + x+ 1 ;

- il existe un entier x tel que q = x2 + x+ 2.

Théorème 2.1.16 (Serre, [40]). Si q est un carré et q 6= 4, 9, alors

Nq(2) = q + 1 + 4
√
q.

De plus, on a N4(2) = 10 et N9(2) = 20. Si q n’est pas un carré, alors

Nq(2) =


q + 1 + 2[2

√
q] si q n’est pas spécial ;

q + 2[2
√
q] si q est spécial et 2

√
q − [2

√
q] > (

√
5− 1)/2 ;

q − 1 + 2[2
√
q], sinon.

Déterminer Nq(g) devient tout de suite un problème difficile pour g ≥ 3. Pour g = 3 les
principales idées et techniques qui ont été développées pour traiter le problème sont résumées
dans [35].

Pour un tableau sur la meilleure évaluation de Nq(g) lorsque q est petit, on peut consulter le
site web www.manypoints.org [48].

2.1.4 Courbes lisses maximales

En vertu aussi des applications à la cryptographie et à la théorie des codes, les courbes avec
beaucoup de points rationnels ont suscité un intérêt particulier de la part de la communauté
mathématique. En 1981, Goppa a montré, par exemple, qu’il est possible d’associer à une courbe
lisse sur un corps fini un code correcteur d’erreurs, et que les paramètres de ce code sont meilleurs
quand le nombre de points rationnels de la courbe est large (voir [17] et [18]).

http://www.manypoints.org
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Ici nous rappelons le vocabulaire suivant.

Définition 2.1.17. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur Fq. On dit que X est :

(i) optimale si
]X(Fq) = Nq(g) ;

(ii) maximale si
]X(Fq) = q + 1 + g[2

√
q].

Il faut remarquer que cette terminologie n’est pas universellement acceptée, et quelques auteurs
appellent courbe optimale ce que nous appelons, ici, courbe maximale, et vice-versa.

Dans le cas des courbes maximales, la fonction zêta est explicite, comme énoncé dans la
proposition suivante.

Proposition 2.1.18. Soit X une courbe lisse maximale de genre g définie sur Fq. Si ω1, ω1, . . . , ωg, ωg
sont les racines inverses du numérateur de la fonction zêta ZX(T ) de X, alors

αi = ωi + ωi = −[2
√
q],

pour 1 ≤ i ≤ g. En particulier on obtient

ZX(T ) =
(qT 2 + [2

√
q]T + 1)g

(1− T )(1− qT )
.

Démonstration. En reprenant l’idée de la preuve de l’amélioration de Serre à la borne de Weil
(théorème 2.1.8), l’inégalité arithmético-géométrique donne

1

g

g∑
i=1

([2
√
q] + 1 + αi) ≥

(
g∏
i=1

([2
√
q] + 1 + αi)

)1/g

≥ 1.

La maximalité de X entraîne que la moyenne arithmétique est égale à la moyenne géométrique.
Ainsi, nous trouvons que αi = −[2

√
q] pour tout 1 ≤ i ≤ g.

La forme de la fonction zêta découle, alors, directement de l’équation (2.3).

Or, si q est un carré, l’hypothèse de Riemann donne ωi = −√q pour tout i = 1, . . . , g. Par
conséquent, l’expression de la fonction zêta se simplifie et devient :

ZX(T ) =
(1 +

√
qT )2g

(1− T )(1− qT )
.

Deux problématiques, en particulier, se posent.
- Pour quels genres existe-t-il une courbe maximale ?
- Classifier les courbes maximales d’un genre donné.

Ces questions ont été largement étudiées dans le cas particulier où q est un carré. Ainsi, dans
la suite de cette section nous supposerons q carré.
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La proposition suivante, prouvée dans la remarque 2.1.12, nous dit que, à q fixé, le spectre des
genres de courbes lisses maximales, c’est-à-dire l’ensemble des genres pour lesquels il existe une
courbe lisse maximale définie sur Fq, est fini.

Proposition 2.1.19 (Ihara, [28]). Soit X une courbe lisse maximale de genre g définie sur Fq.
On a

g ≤
√
q(
√
q − 1)

2
. (2.10)

Rück et Stichtenoth ont montré dans [37] que g atteint la borne (2.10) si et seulement si X
est Fq-isomorphe à la courbe Hermitienne

x
√
q+1 + y

√
q+1 + 1 = 0.

Nous listons d’autres résultats dans cette même direction.

Théorème 2.1.20 (Fuhrmann et Garcia, [13]). Soit X une courbe lisse maximale de genre g
définie sur Fq. Alors

ou g ≤
[

(
√
q − 1)2

4

]
, ou g =

√
q(
√
q − 1)

2
. (2.11)

L’inégalité (2.11) donne ce que l’on appelle le first gap dans le spectre des genres de courbes
maximales lisses définies sur Fq. Pour q impair, Fuhrmann, Garcia et Torres ont montré dans [12]
que

g =
(
√
q − 1)2

4

si et seulement si X est Fq-isomorphe au modèle non singulier de la courbe plane d’équation affine

y
√
q + y = x

√
q+1

2 .

Pour q pair, Abdón et Torres ont établi un résultat similaire dans [1], sous la condition d ?existence
d ?un point de Weierstrass d ?un type particulier. Dans ce cas,

g =

√
q(
√
q − 2)

4

si et seulement si X est Fq-isomorphe au modèle non singulier de la courbe plane d’équation affine

y
√
q/2 + · · ·+ y2 + y = x(

√
q+1).

Une amélioration de (2.11) a été donnée par Korchmáros et Torres dans [29] :

Théorème 2.1.21 (Korchmáros et Torres, [29]). Soit X une courbe lisse maximale de genre g
définie sur Fq. Alors

ou g ≤
[
q −√q + 4

6

]
, ou g =

[
(
√
q − 1)2

4

]
, ou g =

√
q(
√
q − 1)

2
. (2.12)
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Ainsi, le deuxième saut (second gap) dans le spectre des genres de courbes lisses maximales
définies sur Fq est aussi connu. Dans le même article, les auteurs fournissent également des
modèles maximaux définis sur Fq de genre

[
q−√q+4

6

]
.

2.2 Le cas singulier

Dans le cas des courbes singulières, il existe notamment un analogue de la borne de Serre-Weil
pour estimer le nombre de points rationnels. Nous verrons que cela découle du lien étroit entre
une courbe singulière et sa normalisée, en particulier en termes de leurs fonctions zêta.

Les résultats rappelés par la suite sont contenus dans [6].

2.2.1 La fonction zêta d’une courbe singulière

Soient X une courbe (non nécessairement lisse) définie sur Fq, X̃ la courbe normalisée de X
et ν : X̃ → X une application de normalisation.

Théorème 2.2.1. Soit Sing(X) l’ensemble (fini) des points singuliers de X. Alors

ZX(T ) =
PX(T )

(1− T )(1− qT )
,

où

PX(T ) = PX̃(T )
∏

Q∈SingX

(∏
P∈ν−1(Q)(1− T degP )

1− T degQ

)
(2.13)

et PX̃ est le numérateur de la fonction zêta ZX̃ de X̃.

Démonstration. Considérons le rapport des fonctions zêta ZX et ZX̃ :

ZX(T )

ZX̃(T )

= exp

(
−
∞∑
n=1

(]X̃(Fqn)− ]X(Fqn))
Tn

n

)
. (2.14)

Soit Q ∈ Sing(X). Notons αQ(n) le nombre de points dans la fibre de Q via ν qui sont
rationnels sur Fqn . Soit δm|n la fonction qui vaut 1 si m divise n, et 0 sinon.

D’après la proposition 1.3.8, un point non singulier de X et son antécédent dans X̃ ont même
degré, le membre de droite de l’équation (2.14) se réduit donc à un produit sur les points singuliers
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de X. Par conséquent,

ZX(T )

ZX̃(T )

=
∏

Q∈SingX

exp

(
−
∞∑
n=1

(αQ(n)− degQ)δdegQ|n
Tn

n

)

=
∏

Q∈SingX

exp

(
−
∞∑
m=1

(αQ(m degQ)− degQ)
Tm degQ

m degQ

)

=
∏

Q∈SingX

exp

(
−
∞∑
m=1

αQ(m degQ)
Tm degQ

m degQ
+

∞∑
m=1

(T degQ)m

m

)

=
∏

Q∈SingX

exp
(
−
∑∞
m=1 αQ(m degQ)T

m deg Q

m degQ

)
1− T degQ

Or
αQ(mdegQ) =

∑
P∈ν−1(Q)

degPδdegP |m degQ,

donc

ZX(T )

ZX̃(T )

=
∏

Q∈SingX

∏
P∈ν−1(Q) exp

(
−
∑∞
m=1 degPδdegP |m degQ

Tm deg Q

m degQ

)
1− T degQ

=
∏

Q∈SingX

∏
P∈ν−1(Q) exp

(
−
∑∞
l=1

T l deg P

l

)
1− T degQ

=
∏

Q∈SingX

∏
P∈ν−1(Q)(1− T degP )

1− T degQ

et le théorème est prouvé.

Exemple 2.2.2. Le théorème 2.2.1 permet de déterminer aisément les fonctions zêta des courbes
traitées dans les exemples du premier chapitre (voir la sous-section 1.6). En effet, si l’application
de normalisation est explicite pour une courbe, il est alors simple de trouver la partie cyclotomique
de le fonction zêta associée à cette courbe. Dans ce cas, il suffit donc de connaître la fonction zêta
de la courbe normalisée pour déterminer la fonction zêta de la courbe en question.

1. Soit C1 la clôture projective de la courbe C1 : y2 = x3 + x2, à savoir

C1 : Y 2Z −X3 −X2Z = 0.

Le point à l’infini (0 : 1 : 0) n’est pas un point singulier pour C1, ainsi P1 est la normalisée
de C1. La fibre de (0 : 0 : 1), via la normalisation

ν : P1 −→ C1

(s : t) 7−→ (t(s2 − t2) : (s2 − t2)s : t3),
(2.15)
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est constituée par deux points rationnels, P1 = (1 : 1) et P2 = (−1 : 1) d’où :

ZC1(T ) = ZP1(T )
(1− T )2

1− T
=

1− T
1− qT

.

2. La clôture projective C2 de C2 : y2 = x3 est donnée par

C2 : Y 2Z −X3 = 0.

Là encore le point à l’infini (0 : 1 : 0) n’est pas un point singulier pour C2, ainsi P1 est la
normalisée de C2. La fibre de (0 : 0 : 1) via la normalisation

ν : P1 −→ C2

(s : t) 7−→ (s2t : s3 : t3)
(2.16)

est constituée par le point rationnel P = (0 : 1) d’où :

ZC2(T ) = ZP1(T )
1− T
1− T

=
1

(1− qT )(1− T )
.

Donc C2 et P1 ont la même fonction zêta, et, par conséquent, le même nombre de points
rationnels sur les différentes extensions de Fq.

Remarque 2.2.3. La fonction zêta d’une courbe, éventuellement singulière, est ainsi donnée par
le produit de la fonction zêta de sa normalisée par un produit explicite de polynômes cyclotomiques.
Plus précisément, si X est une courbe de genre géométrique g et genre arithmétique π, alors

ZX(T ) =
PX(T )

(1− T )(1− qT )
,

où le numérateur PX(T ) ∈ Z[T ] est le produit d’un polynôme de degré 2g (le numérateur de la
fonction zêta de sa courbe normalisée) par un polynôme de degré

∆X = ]X̃(Fq)− ]X(Fq),

dont toutes les racines sont des racines de l’unité. Notons que la quantité ∆X est bien définie,
puisque l’ensemble des points singuliers de X est fini, et la fibre de chacun de ces points aussi.

Si ω1, . . . , ω2g sont les racines inverses de PX̃ et β1, . . . , β∆X
les racines inverses de la partie

cyclotomique de PX alors on a :

PX(T ) =

2g∏
i=1

(1− ωiT )

∆X∏
j=1

(1− βjT ). (2.17)

Il est clair que pour pouvoir arriver à un analogue de la borne de Serre-Weil, il faut trouver
une estimation de ∆X , ce que nous développerons par la suite.



32 2.2. LE CAS SINGULIER

2.2.2 La borne d’Aubry-Perret

Soit Q ∈ X(Fq). Notons αQ(∞) le nombre de points dans la fibre de Q et rationnels sur Fq :

αQ(∞) := {P ∈ X̃(Fq) : P ∈ ν−1(Q)}.

On a le lemme suivant :

Lemme 2.2.4. Soit Q ∈ X(Fq). Alors

αQ(∞)− 1 ≤ δQ.

Démonstration. Soient P1, . . . , PαQ(∞) les points de X̃(Fq) qui sont dans la fibre de Q via la
normalisation ν. Soit OQ ⊂ Fq(X) = Fq(X) ×Fq

Fq l’anneau local de X ×Fq
Fq en Q et OQ sa

clôture intégrale dans le corps des fonctions Fq(X). On a

OQ =
⋂

1≤i≤αQ(∞)

OPi

et
δQ = dimFq

OQ/OQ.

Soit φ l’application linéaire de Fq-espaces vectoriels

φ : OQ → Fq
αQ(∞)

f 7→ (f(Pi))1≤i≤αQ(∞)

Montrons que φ est surjective. Soit (x1, . . . , xαQ(∞)) ∈ Fq
αQ(∞)

et fi = xi ∈ Fq ⊂ Fq(X) pour
1 ≤ i ≤ αQ(∞). D’après le théorème d’approximation faible [46, Th. 1.3.1], il existe une fonction
g ∈ Fq(X) telle que vPi

(g − fi) ≥ 1 pour 1 ≤ i ≤ αQ(∞), ou, autrement dit, telle que :

g(Pi) = fi(Pi) = xi, pour tout 1 ≤ i ≤ αQ(∞).

Donc φ(g) = (x1, . . . , xαQ(∞)). De plus, g est régulière en Pi pour 1 ≤ i ≤ αQ(∞), et ainsi

g ∈
⋂

1≤i≤αQ(∞)

OPi = OQ.

Comme f(P1) = · · · = f(PαQ(∞)) pour f ∈ OQ, nous avons que φ(OQ) est contenu dans un

espace vectoriel L ⊆ Fq
αQ(∞)

de dimension 1. Ainsi, l’application linéaire

φ̃ : OQ/OQ → Fq
αQ(∞)

/L

est surjective, et le lemme est prouvé.

Nous pouvons utiliser le lemme 2.2.4 pour borner ∆X = ]X̃(Fq)− ]X(Fq).
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Proposition 2.2.5. Soit X une courbe définie sur Fq de genre géométrique g et de genre
arithmétique π, alors

∆X = ]X̃(Fq)− ]X(Fq) ≤ π − g.

Démonstration. On a d’après le lemme 2.2.4 :

∆X = ]X̃(Fq)− ]X(Fq) =
∑

Q∈SingX(Fq)

(αQ(∞)− 1) ≤
∑

Q∈SingX(Fq)

δQ = π − g.

Ainsi la quantité ∆X est bornée par le degré de singularité δ = π − g de X.
On obtient directement de la proposition précédente et de l’équation (2.17) un analogue de la

borne de Serre-Weil pour les courbes singulières, que l’on appellera borne d’Aubry-Perret.

Corollaire 2.2.6 (Borne d’Aubry-Perret). Soit X une courbe définie sur Fq de genre géométrique
g et de genre arithmétique π. Soient ω1, . . . , ω2g les racines inverses de PX̃ (le numérateur de
la fonction zêta de X̃) et β1, . . . , β∆X

les racines inverses de la partie cyclotomique de PX (le
numérateur de la fonction zêta de X). Alors, pour tout n ≥ 1, on a

]X(Fqn) = qn + 1−
2g∑
i=1

ωni −
∆X∑
j=1

βnj . (2.18)

En particulier, on a

|]X(Fq)− (q + 1)| ≤ g[2
√
q] + ∆X ≤ g[2

√
q] + π − g ≤ π[2

√
q]. (2.19)

Remarque 2.2.7. À l’aide de la proposition 1.3.8, on se convainc facilement que

|]X̃(Fq)− ]X(Fq)| ≤ ]X̃(Fq)− ]X(Fq),

d’où
|]X̃(Fq)− ]X(Fq)| ≤ π − g. (2.20)

Ainsi, la borne d’Aubry-Perret peut aussi être obtenue de la façon suivante. On considère :

π − g ≥ |]X̃(Fq)− ]X(Fq)| = |]X̃(Fq)− (q + 1)− (]X(Fq)− (q + 1))|
≥ |]X̃(Fq)− (q + 1)| − |]X(Fq)− (q + 1)|,

et on applique la borne de Serre-Weil (2.7).

Remarque 2.2.8. L’équation (2.18) implique aussi que, si X̃ est la normalisée de X, alors

]X(Fqn)− ]X̃(Fqn) = −
∆X∑
j=1

βnj . (2.21)
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2.2.3 La quantité Nq(g, π)

La borne d’Aubry-Perret nous dit que le nombre de points rationnels d’une courbe singulière
est borné par une quantité dépendant de ses genres géométrique et arithmétique, ansi que de la
cardinalité de son corps de définition. Il est donc naturel d’introduire un analogue de la quantité
Nq(g) dans le cas des courbes singulières :

Définition 2.2.9. Soient g et π deux entiers positifs tels que π ≥ g et q une puissance d’un
nombre premier. On définit

Nq(g, π)

comme le nombre maximum de points rationnels d’une courbe définie sur Fq de genre géométrique
g et de genre arithmétique π.

Remarque 2.2.10. Puisque g = π si et seulement si la courbe est lisse (voir remarque 1.5.5),
nous avons immédiatement

Nq(g, g) = Nq(g).

Il existe une borne supérieure évidente pour Nq(g, π), donnée par la borne d’Aubry-Perret :

Nq(g, π) ≤ q + 1 + g[2
√
q] + π − g. (A)

On peut raffiner la borne (A). En effet, si X est une courbe définie sur Fq de genre géométrique g
et genre arithmétique π, on a, d’après (2.20) :

]X(Fq) ≤ ]X̃(Fq) + π − g ≤ Nq(g) + π − g,

d’où
Nq(g, π) ≤ Nq(g) + π − g. (B)

Il est clair que la borne (B) implique la borne (A).

Ainsi, afin de déterminer Nq(g, π), nous essayerons dans les chapitres qui viennent de répondre
à la question suivante :

Pour quelles valeurs de q, g et π les bornes (A) et (B) sont-elles atteintes ?



Chapitre 3

Une construction de courbes
singulières

Dans le Chapitre 2 nous avons introduit la quantité Nq(g, π) : on rappelle qu’elle est définie
comme le nombre maximum de points rationnels d’une courbe définie sur Fq de genre géométrique
g et genre arithmétique π. Ainsi, le problème de déterminer Nq(g, π) amène à construire des
courbes singulières de genres et corps de base fixés, ayant « beaucoup » de points rationnels.

La nécessité d’obtenir des courbes d’invariants donnés nous invite à adopter un point de vue
inverse par rapport au procédé de désingularisation 1 qui normalement entre en jeu lorsque l’on
travaille avec des courbes singulières : nous partirons donc d’une courbe lisse X pour construire
une courbe à singularités X ′, de sorte que X soit la normalisée de X ′. De plus, afin d’atteindre
nos objectifs sur le nombre de points rationnels et le degré de singularité de la courbe, nous
imposerons que les singularités « construites » soient rationnelles sur le corps de base, et du degré
de singularité voulu.

La construction présentée dans ce chapitre se base sur les idées développées par Rosenlicht
dans [36] et reprises par Serre dans [39, Chap. IV].

Les résultats de ce chapitre apparaissent dans l’article [3].

3.1 Courbes à singularités prescrites

Le résultat suivant servira de point de départ pour la construction qui sera présentée dans
la section 3.2. Il montre que dans n’importe quelle classe birationnelle de courbes, il existe une
courbe avec un ensemble de singularités prescrites.

Théorème 3.1.1. [36, Th. 5] Soit K un corps de fonctions algébriques à une variable sur le corps
de base k, où k est un corps commutatif quelconque. Si l’on se donne un nombre fini d’anneaux
locaux dans K, deux à deux sans place en commun (c’est à dire deux à deux non contenus dans un

1. Le problème de désingularisation ou de résolution des singularités d’une variété X consiste, lorsque cela est
possible, à trouver une variété non singulière X̃ et une application birationnelle propre de X̃ vers X. Dans le cas
des courbes, cela revient à déterminer la courbe normalisée de X.

35
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même anneau de valuation discrète de K), alors il existe un modèle projectif de K/k qui contient
les points ayant les anneaux locaux fixés, et qui est non singulier ailleurs.

Nous utiliserons ce résultat pour montrer l’existence de courbes singulières de genres géomé-
trique et arithmétique donnés, ayant un grand nombre de points rationnels. Ainsi, dans un premier
temps, nous devons comprendre comment choisir un anneau local dans un corps de fonctions, de
telle sorte que le point qui lui est associé soit rationnel et avec un degré de singularité explicite.

On remarque que, en vertu de l’équivalence de catégories entre les corps de fonctions à une
variable et les courbes lisses, le fait de se fixer un corps de fonctions à une variable K sur k,
correspond à considérer une courbe lisse X définie sur k. Dans le même esprit, faire des opérations
sur les anneaux locaux dans K équivaut à faire des opérations sur les points de X.

Grossièrement, nous allons montrer qu’à partir d’un nombre fini de points de X (i.e. d’anneaux
de valuation discrète de K) il est possible de « construire » un point (i.e. un anneau local de K)
singulier rationnel pour lequel on peut contrôler le degré de singularité.

Soit k = Fq. Soient X une courbe lisse définie sur Fq de corps de fonctions K = Fq(X) et
S = {P1, . . . , Ps} un ensemble fini non vide de points fermés de X. Considérons le sous-anneau
O ⊂ Fq(X) défini par :

O =

s⋂
i=1

OPi
.

L’anneau O est une intersection finie d’anneaux de valuation discrète, et donc est un anneau
semi-local. Ses idéaux maximaux sont précisément les idéaux donnés par Ni :=MPi ∩ O pour
i = 1, . . . , s et les corps OPi

/MPi
et O/Ni sont isomorphes. En outre, O est un anneau principal

[46, Prop. 3.2.10].

Soient n1, . . . , ns des entiers strictement positifs et

N := Nn1
1 · · · Nns

s .

Considérons le sous-anneau O′ ⊆ O défini par :

O′ := Fq +N . (3.1)

On remarque que, par définition, une fonction dans O′ prend les mêmes valeurs en les points
P1, . . . , Ps.

Nous pouvons illustrer les inclusions précédentes à l’aide du diagramme qui suit :
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Fq(X)

OP1 · · · OPs

O

O′

Proposition 3.1.2. L’anneau O′ vérifie les propriétés suivantes :

1. Frac(O′) = Fq(X).

2. O est la clôture intégrale de O′ (dans Fq(X)).

3. O′ est un anneau local d’idéal maximal N et de corps résiduel O′/N ∼= Fq. De plus N
est le conducteur de l’extension O/O′ et, par définition, il contient les fonctions de O′ qui
s’annulent en les points P1, . . . , Ps.

4. O/O′ est un Fq-espace vectoriel tel que

dimFq (O/O′) =

s∑
i=1

ni degPi − 1.

Démonstration. 1. On sait, d’après [46, Prop. 3.2.5], que Frac(O) = Fq(X). Il suffit donc de
montrer que O ⊆ Frac(O′). Puisque O est un anneau principal, il existe t ∈ O tel que
N = tO. Soit donc x ∈ O. Nous avons x = tx2

tx , de sorte que x ∈ Frac(O′).

2. La clôture intégrale O′ de O′ est donnée par l’intersection des anneaux de valuation (discrète)
de Fq(X) qui contiennent O′. Donc O′ ⊆

⋂s
i=1OPi = O. Par conséquent, il suffit de montrer

qu’il n’existe pas d’autres anneaux de valuation contenant O′.
Soit OP un anneau de valuation discrète de Fq(X) différent de OP1

, . . . ,OPs
et soient

vP , vP1
, . . . , vPs

leurs valuations correspondantes. D’après le théorème d’approximation forte
[46, Prop. 1.6.5], il existe un élément x ∈ Fq(X) tel que vP (x) = −1 et vPi(x) = ni pour
tout i = 1, . . . , s. Cela entraîne que x ∈ N ⊆ O′ et x /∈ OP . On peut donc conclure que
O′ = O.

3. On prouve d’abord que N est un idéal maximal de O′. On a

O′ \ N = {a+ n : a ∈ F∗q et n ∈ N}.

Si N n’était pas maximal, par le lemme de Zorn il existerait un idéal maximal N ′ tel que
N ( N ′ ( O′ [2, Cor. 1.4]. Soit x 6= 0 un élément de (O′ \ N ) ∩N ′. Alors x = a+ n, avec
a ∈ F∗q et n ∈ N . Ainsi a = x− n ∈ N ′ et N ′ = O′, ce qui est contradictoire.
Montrons maintenant que N est l’unique idéal maximal de O′. S’il existait un autre idéal
maximal dans O′, d’après le théorème du Going Up [2, Th. 5.10], il serait la restriction
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d’un idéal maximal de O. Or, pour tout i = 1, . . . , s, on a N ⊆ (Ni ∩O′) et, puisque N est
un idéal maximal de O′, on obtient N = Ni ∩ O′. On en conclut que N est l’unique idéal
maximal de O′, et O′ est ainsi un anneau local. Il est évident que O′/N ∼= Fq.
De plus, puisque N est à la fois un idéal de O et un idéal maximal de O′, il est le conducteur
de l’extension O/O′.

4. En procédant de la même manière que dans la remarque 1.4.3, d’après le troisième théorème
d’isomorphisme des modules on a :

O/O′ ∼=
O/N
O′/N

.

En outre :

O/N =
O

Nn1
1 · · · N

ns
s

∼=
s∏
i=1

(
OPi

MPi

)ni

est un isomorphisme de Fq-espaces vectoriels. Ainsi

dimFq
O/N =

s∑
i=1

ni degPi,

et donc

dimFq
O/O′ = dimFq

O/N − dimFq
O′/N =

s∑
i=1

ni degPi − 1.

Les opérations sur les anneaux de valuation discrète contenus dans Fq(X) correspondent à
des opérations sur les points de X : grossièrement, le fait de « pincer » ensemble les anneaux
de valuation discrète OP1 , . . . ,OPs dans l’anneau local O′ correspond à « pincer » ensemble les
points non singuliers P1, . . . , Ps dans un point singulier rationnel. De cette façon, en partant d’une
courbe lisse X, nous définissons une courbe « pincée » X ′ qui est birégulièrement équivalente à X
sauf en les points P1, . . . , Ps, et pour laquelle les points non singuliers P1, . . . , Ps sont « remplacés »
par un point singulier rationnel Q d’un degré de singularité explicite.

Pour s = 2, on pourrait visualiser cette correspondance de la façon suivante :

Fq(X)

OP1
OP2

O

O′

P1

P2

Q
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Formellement :

Théorème 3.1.3. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur Fq et soient P1, . . . , Ps des
points de X. Soient n1, . . . , ns des entiers strictement positifs. Considérons l’anneau local O′

défini comme dans (3.1).
Alors il existe une courbe X ′ définie sur Fq ayant X pour normalisée, et dont l’unique point

singulier Q0 a pour anneau local associé O′. De plus, Q0 est un point rationnel de degré de
singularité

∑s
i=1 ni degPi − 1 et X ′ est de genre arithmétique g +

∑s
i=1 ni degPi − 1.

Démonstration. L’existence de la courbe X ′ découle du théorème 3.1.1, mais l’approche de Serre
dans [39, Chap. IV] permettra de mieux comprendre sa construction.

Soit S = {P1, . . . , Ps}. Considérons sur X la relation d’équivalence ∼ définie comme suit.
Soient P,Q ∈ X, on pose

P ∼ Q⇐⇒ P ∈ S et Q ∈ S, ou P = Q.

On définit X ′ comme l’ensemble quotient X/ ∼. On a donc une projection canonique

p : X −→ X ′.

Pour Q0 = p(S), on définit O′Q0
:= O′. Si Q ∈ X ′ \ {Q0} et Q = p(P ), on pose O′Q := OP .

Alors, pour Q ∈ X ′, les O′Q forment un sous-faisceau du faisceau des fonctions de X ′ sur Fq, que
l’on notera OX′ .

D’après [39, Prop. 2 Chap. IV] le faisceau OX′ munit l’ensemble X ′ d’une structure de courbe
algébrique définie sur Fq, ayant X pour normalisée, et {Q0} comme ensemble de points singuliers.
Ainsi, le genre géométrique de X ′ est égal à g. La rationalité de Q0, son degré de singularité
et le genre arithmétique de X ′ découlent de la proposition 3.1.2 et de la définition du genre
arithmétique.

Remarque 3.1.4. 1. Nous remarquons que, par construction, la courbe X ′ a un nombre de
points rationnels donné par

]X ′(Fq) = ]X(Fq)− ]{Pi, i = 1, . . . , s tels que Pi est rationnel sur Fq}+ 1.

Ainsi, si aucun des points Pi de départ n’est rationnel, la courbe X ′ aura un point rationnel
supplémentaire par rapport à X. Néanmoins, au cours de la construction, on augmente
également le degré de singularité et par conséquent le genre arithmétique de la courbe.

2. Une simple conséquence du théorème 3.1.3 est que pour tout couple d’entiers positifs (g, π)

tels que g ≤ π, il existe une courbe de genre géométrique g et genre arithmétique π. Pour
cela, il suffit de partir d’une courbe lisse de genre g ayant au moins un point rationnel P et
de poser O′ := Fq +Mπ−g+1

P , oùMP est l’idéal maximal de OP .
3. Dans le théorème 3.1.3 nous nous limitons à la construction d’une courbe avec une seule

singularité, mais rien ne nous empêche de construire plusieurs singularités en même temps,
en se donnant un nombre fini d’anneaux locaux dans Fq(X), deux à deux sans places en
commun. On peut alors aisément modifier la preuve du théorème, en définissant la bonne
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relation d’équivalence sur les points de X, et en associant les bons anneaux locaux aux
différentes classes d’équivalences de points rationnels.

Ainsi le théorème entraîne aussi que, sans restriction imposée sur le genre arithmétique, on
peut construire des courbes singulières ayant un nombre arbitrairement grand de points.

4. L’inconvénient de cette construction, qui résulte du fait de travailler dans un corps de
fonctions, est qu’il n’est a priori pas si simple de déterminer la dimension minimale de
l’espace projectif dans lequel la courbe X ′ est plongée.

Cette dimension n’est pas en général la même que celle de X. Par exemple, si nous partons
de la droite projective X = P1 définie sur Fq, nous pouvons construire une courbe X ′ avec
q + 2 points rationnels et qui donc ne se plonge pas dans P1.

D’autre part, si X est une courbe lisse plongée dans un espace projectif Pn, alors une autre
obstruction au plongement d’une pincée X ′ de X dans Pn est la dimension de l’espace
tangent en un point singulier.

Le cas particulier de la proposition 3.1.2 dans lequel S est le singleton {P} sera crucial dans
la section suivante :

Corollaire 3.1.5. Soit X une courbe lisse de corps de fonctions Fq(X) et P un point de X.
Considérons OP , l’anneau local de X en P , d’idéal maximalMP . Alors l’anneau

O′ := Fq +MP (3.2)

est un anneau local contenu dans OP , d’idéal maximalMP , et tel que [O′/MP : Fq] = 1. En outre,
OP est la clôture intégrale de O′ et OP /O′ est un Fq-espace vectoriel de dimension degP − 1.

Remarque 3.1.6. Nous remarquons que l’anneau O′, défini comme dans le corollaire 3.1.5, est
le plus grand (pour l’inclusion) anneau local contenu dans OP tel que [O′/MP : Fq] = 1. En effet,
soit O′′ un anneau local contenu dans OP , d’idéal maximal M′′ et tel que [O′′/M′′ : Fq] = 1.
Puisque O′′/M′′ ∼= Fq, tout élément x dans O′′ est de la forme x = a + m, avec a ∈ Fq et
m ∈M′′. Ainsi O′′ = Fq +M′′. Or,M′′ =MP ∩ O′′ ⊆MP et par conséquent O′′ ⊆ O′.

Remarque 3.1.7. Lorsque l’on part d’un ensemble constitué d’un seul point fermé, ce qui est
le cas du corollaire 3.1.5, le « pincement » effectué sur X devient « visible » si l’on regarde la
situation dans X ×Fq

Fq. Nous illustrerons cela par le dessin suivant, dans lequel on suppose que
le point P est de degré d et que P = {P1, . . . , Pd} avec Pi ∈ X(Fq) :
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Fq(X)

OP1
· · · OPd

⋂
i=1,...,dOPi Fq(X)

Fq +N1 · · · Ns OP

O′ = Fq +MP

∩Fq(X)

∩Fq(X)

3.2 Nombre de points rationnels versus genre arithmétique

Nous allons utiliser le théorème 3.1.3 pour étudier la quantité Nq(g, π). L’idée est de partir
d’une courbe lisse X pour construire une courbe X ′ de genre géométrique g et genre arithmétique
π, dont X est la normalisée, en maximisant le nombre de points rationnels de X ′. Il est clair que
X doit être choisie parmi les courbes lisses de genre g. De plus, puisque chaque rajout d’un point
rationnel implique une augmentation du genre arithmétique, le choix des points de X à « pincer »
devra être fait pour que cette augmentation soit minimale.

Nous avons le résultat suivant.

Théorème 3.2.1. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur Fq. Soit π un entier de la forme

π = g + a2 + 2a3 + 3a4 + · · ·+ (n− 1)an,

avec 0 ≤ ai ≤ Bi(X), où Bi(X) désigne le nombre de points fermés de degré i de la courbe X.
Alors il existe une courbe X ′ définie sur Fq de genre arithmétique π, ayant X pour normalisée, et
telle que

]X ′(Fq) = ]X(Fq) + a2 + a3 + a4 + · · ·+ an. (3.3)

Démonstration. Pour tout i ∈ {2, . . . , n}, considérons ai points fermés de degré i de X :
P

(i)
1 , P

(i)
2 , . . . , P

(i)
ai . Ainsi nous obtenons un sous-ensemble S = {P (i)

j , 2 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ai} de
cardinalité |S| = a2 + a3 + · · ·+ an.

Pout tout P ∈ S on pose O′P := Fq +MP . D’après le corollaire 3.1.5, nous avons que O′P est
un anneau local d’idéal maximalMP et [O′P /MP : Fq] = 1. De plus, OP est la clôture intégrale
de O′P et OP /O′P est un Fq-espace vectoriel de dimension degP − 1.

Par le théorème 3.1.3, il existe une courbe X ′ définie sur Fq, ayant X pour courbe normalisée,
et telle que :

]X ′(Fq) = ]X(Fq) + a2 + a3 + a4 + · · ·+ an.
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En outre :

π = g +
∑
P∈S

dimFq
OP /O′P = g +

∑
2≤i≤n

∑
1≤j≤ai

(degP
(i)
j − 1) = g +

∑
2≤i≤n

∑
1≤j≤ai

(i− 1),

et donc :
π = g +

∑
2≤i≤n

(i− 1)ai.

Remarque 3.2.2. En d’autres termes, le théorème 3.2.1 montre qu’il est possible de « trans-
former » un point de degré d d’une courbe lisse en un point singulier rationnel, à condition
d’augmenter la valeur du genre arithmétique de d− 1.

Remarque 3.2.3. La construction décrite dans la preuve du théorème 3.2.1 est « optimale »,
dans le sens qu’en faisant les bons choix sur l’ensemble S de points de X, elle permet de trouver,
parmi les courbes de normalisée X, celles qui maximisent le nombre de points rationnels par
rapport à leur genre arithmétique. Plus précisement, si Y1 est une courbe définie sur Fq de
genre géométrique g, genre arithmétique π et avec N points rationnels et si Ỹ est sa normalisée,
alors il existe une courbe Y2 construite comme dans la démonstration du théorème 3.2.1 de
genre arithmétique π′ ≤ π, avec N ′ ≥ N points rationnels et dont la normalisée est Ỹ . En effet
d’après la remarque 3.1.6, puisque O′P est le plus grand anneau local contenu dans OP tel que
[O′P /MP : Fq] = 1, on a que tout point de S est « remplacé » par un point singulier rationnel
dont le degré de singularité est le plus petit possible.

En réécrivant l’équation (3.3) sous la forme :

]X ′(Fq) = ]X(Fq) + π − g − (a3 + 2a4 + · · ·+ (n− 2)an),

on s’aperçoit que les points de degré 2 d’une courbe lisse jouent un rôle clé pour l’étude de la
quantité Nq(g, π), car ce sont les seuls qui permettent d’augmenter le nombre de points rationnels
d’autant que le degré de singularité. On a aussi l’impression que pour obtenir une courbe avec
un grand nombre de points rationnels et de petit genre arithmétique, il vaut mieux partir d’une
courbe lisse X ayant déjà beaucoup de points rationnels.

Nous développerons ces idées formellement dans le chapitre suivant.

Nous terminons ce chapitre en montrant que le théorème 3.1.3 permet de donner une borne
inférieure pour la quantité Nq(g, π).

Proposition 3.2.4. Soient q une puissance d’un nombre premier, g et π deux entiers positifs
tels que π ≥ g. Alors on a :

Nq(g, π) ≥ Nq(g).

Démonstration. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur Fq avec Nq(g) points rationnels,
et soit P un point rationnel de X. Considérons l’anneau local

O′ := Fq + (MP )π−g+1.
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D’après le théorème 3.1.3, il existe une courbe X ′ définie sur Fq, ayant X pour normalisée, et
possédant un point singulier rationnel Q d’anneau local O′. Ainsi ]X(Fq) = ]X ′(Fq) = Nq(g)

et X ′ est de genre géométrique g et de genre arithmétique donné par g + π − g + 1− 1 = π. Il
s’ensuit que Nq(g, π) ≥ Nq(g).
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Chapitre 4

Courbes optimales, δ-optimales et
maximales

Le Chapitre 2 se terminait sur les bornes supérieures suivantes pour Nq(g, π) :

Nq(g, π) ≤ q + 1 + g[2
√
q] + π − g, (A)

Nq(g, π) ≤ Nq(g) + π − g. (B)

et laissait en suspens la question :

Pour quelles valeurs de q, g et π les bornes (A) et (B) sont-elles atteintes ?

Or, on se rend facilement compte que, si la borne (B) est atteinte, alors la borne (A) est atteinte
si et seulement si Nq(g) = q + 1 + g[2

√
q], ou, autrement dit, s’il existe une courbe lisse maximale

de genre g définie sur Fq. Ainsi, dans un premier temps nous porterons notre attention sur
les conditions d’existence de courbes atteignant la borne (B), et que nous appellerons courbes
δ-optimales. Les résultats obtenus permettront ainsi d’étudier les propriétés des courbes qui
atteignent (A) et qui seront dites courbes maximales.

Les résultats de ce chapitre sont contenus dans les articles [3] et [4].

4.1 Définitions

Il est naturel d’introduire le vocabulaire suivant :

Définition 4.1.1. Soit X une courbe définie sur Fq de genre géométrique g et de genre arithmé-
tique π. On dit que X est une

(i) courbe optimale si
]X(Fq) = Nq(g, π) ;

(ii) courbe δ-optimale si
]X(Fq) = Nq(g) + π − g ;

45
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(iii) courbe maximale si
]X(Fq) = q + 1 + g[2

√
q] + π − g.

En particulier nous retrouvons les définitions usuelles de courbe optimale et maximale lorsque
X est lisse (voir la sous-section 2.1.4 pour les rappels).

Il est aussi évident qu’une courbe maximale est δ-optimale, et qu’une courbe δ-optimale est
optimale. Ainsi, nous avons les inclusions d’ensembles suivantes :

Maximales

δ-optimales

Optimales

Remarque 4.1.2. Le choix du terme « courbe δ-optimale » se justifie par le fait qu’une courbe δ-
optimale de genre géométrique g et genre arithmétique π possède autant de points supplémentaires
que son degré de singularité δ = π − g par rapport à une courbe optimale lisse de genre g.

4.1.1 La courbe maximale de Fukasawa, Homma et Kim

Un exemple non trivial de courbe singulière maximale a été donné en 2011 par Fukasawa,
Homma et Kim dans [14]. Nous reproduisons leur exemple ci-dessous.

Considérons la courbe plane B définie comme l’image de l’application

ν : P1 → P2

(s : t) 7→ (sq+1 : sqt+ stq : tq+1).

L’application ν est birationnelle, de degré q+1 et définie sur Fq. Il en découle que B est une courbe
plane rationnelle, de degré q + 1 et définie sur Fq. En particulier, B a pour courbe normalisée la
droite projective P1, et ses genres géométrique et arithmétique sont donnés respectivement par
g = 0 et π = q(q − 1)/2.

On rappelle quelques propriétés intéressantes de B (pour la preuve voir [14, Th. 2.2]).

1. Pour tout point singulier Q de B on a ν−1(Q) = {P, Pϕ}, où P ∈ P1(Fq2) \ P1(Fq) et ϕ
est l’automorphisme de Frobenius. Réciproquement, si P ∈ P1(Fq2) \ P1(Fq) alors ν(P ) est
singulier pour X. Autrement dit, Q ∈ Sing(X) si et seulement si ν−1(Q) est un point de
degré de 2. Ainsi la courbe B a q(q − 1)/2 points singuliers :

]Sing(B) = B2(P1) =
]P1(Fq2)− ]P1(Fq)

2
=
q2 + 1− (q − 1)

2
=
q2 − q

2
.

2. Tout point singulier de B est de degré de singularité 1, car le degré de singularité de B est
égal au nombre de points singuliers.
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3. Tous les points singuliers de B sont rationnels sur Fq : Sing(B) ⊆ B(Fq).

4. Puisque l’image de tout point rationnel de P1 reste non singulière et rationnelle dans B, le
nombre de points rationnels sur Fq de B est donné par ]P1(Fq) + ]Sing(B) :

]B(Fq) = q + 1 +
q2 − q

2
.

Il s’ensuit que la courbe B réalise la borne d’Aubry-Perret, ainsi les bornes (A) et (B) sont
atteintes pour g = 0 et π = q(q − 1)/2 :

Nq

(
0,
q2 − q

2

)
= q + 1 +

q2 − q
2

.

On peut calculer explicitement la fonction zêta de B. D’après l’équation (2.13), elle est donnée
par :

(1 + T )
q2−q

2

(1− T )(1− qT )
.

De plus, puisque P1 est biregulièrement équivalente à B en dehors de l’ensemble P1(Fq2)\P1(Fq),
on obtient que B n’a pas de points de degré 2. Ainsi, la courbe B a été obtenue en « pinçant »
tous les points de degré 2 de la droite projective (sa normalisée) en des « nouveaux » points
rationnels. On retrouve, donc, que les points de degré 2 jouent un rôle important dans l’existence
de courbes qui atteignent la borne d’Aubry-Perret.

Nous verrons dans la section suivante comment la plupart des propriétés de B, listées ci-dessus,
sont vérifiées plus généralement pour une courbe δ-optimale quelconque.

Remarque 4.1.3. La courbe B étant plane, il est possible de déterminer simplement son équation
affine, à partir de la paramétrisation

ν : A1 → A2

t 7→ (tq+1, tq + t).

En effet, une équation est donnée par R(X,Y ) = 0, où R ∈ Fq[X,Y ] est un polynôme non nul
qui est le résultant des deux polynômes en t : X − tq+1 et Y − (tq + t).

Selon la valeur de q, on obtient ainsi différentes équations affines de B. Nous en listons quelques
unes :

q = 2 → Y 3 +X2 +XY +X

q = 22 → Y 5 +X4 +XY 3 +X2Y +X

q = 23 → Y 9 +X8 +XY 7 +X2Y 5 +X4Y +X

q = 24 → Y 17 +X16 +XY 15 +X2Y 13 +X4Y 9 +X8Y +X

q = 3 → 2Y 4 +X3 +XY 2 +X2 +X

q = 32 → 2Y 10 +X9 +XY 8 +X2Y 6 + 2X3Y 4 + 2X4Y 2 + 2X5 +X

q = 5 → 4Y 6 +X5 +XY 4 +X2Y 2 + 2X3 +X
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4.2 Propriétés des courbes δ-optimales

Nous énonçons dans le théorème suivant quelques propriétés des courbes δ-optimales.

Théorème 4.2.1. Soit X une courbe définie sur Fq de genre géométrique g et genre arithmétique
π. Soit X̃ la courbe normalisée de X et ν : X̃ → X une application de normalisation. Alors, si X
est δ-optimale, i.e. si

]X(Fq) = Nq(g) + π − g,

on a :

1. X̃ est une courbe lisse optimale ;

2. X a π − g points singuliers, tous rationnels et de degré de singularité 1 ;

3. si Q est un point singulier de X alors ν−1(Q) = {P}, où P est un point de degré 2 de X̃ ;

4. π − g ≤ B2(X̃) ;

5. ZX(T ) = ZX̃(T )(1 + T )π−g.

Démonstration. 1. Si X̃ n’était pas une courbe lisse optimale, à savoir ]X̃(Fq) < Nq(g), alors
on aurait ]X(Fq)− ]X̃(Fq) > π − g, ce qui contredit (2.20).

2. Il découle du point 1 que :
]X(Fq)− ]X̃(Fq) = π − g.

D’autre part, on a :

]X(Fq)− ]X̃(Fq) ≤ ]SingX(Fq) ≤ ]SingX(Fq) ≤ π − g.

Ainsi
]SingX(Fq) = ]SingX(Fq) = π − g.

En particulier, cela signifie que tous les points singuliers de X sont rationnels sur Fq.
De plus, puisque

π − g =
∑

Q∈SingX

δQ,

nous trouvons δQ = 1 pour tout Q ∈ SingX.

3. Considérons la fonction zêta de X, qui, d’après (2.13), est donnée par :

ZX(T ) = ZX̃(T )
∏

Q∈SingX

(∏
P∈ν−1(Q)(1− T degP )

1− T

)
. (4.1)

Or, en utilisant (2.21), on obtient

π − g = ]X(Fq)− ]X̃(Fq) = −
∆X∑
j=1

βj ,



CHAPITRE 4. COURBES OPTIMALES, δ-OPTIMALES ET MAXIMALES 49

ce qui donne ∆X = π − g et βj = −1 pour tout j = 1, . . . ,∆X . Ainsi,

∏
Q∈SingX

(∏
P∈ν−1(Q)(1− T degP )

1− T

)
= (1 + T )π−g. (4.2)

En particulier, pour tout Q ∈ Sing(X), on a∏
P∈ν−1(Q)(1− T degP )

1− T
= 1 + T,

d’où ν−1(Q) = {P} avec degP = 2.

4. Du point 3 on obtient immédiatement que ]SingX ≤ B2(X̃), ce qui implique, avec le point
2, l’inégalité π − g ≤ B2(X̃).

5. La forme de la fonction zêta ZX(T ) de X découle directement de (4.1) et (4.2).

4.3 Théorèmes d’existence de courbes δ-optimales

Nous allons combiner les résultats du théorème 4.2.1 et du théorème 3.2.1 pour obtenir des
conditions (respectivement) nécessaires et suffisantes pour l’existence de courbes δ-optimales.

En effet, d’un côté, le théorème 3.2.1 permet de construire, à partir d’une courbe lisse optimale
X, une courbe δ-optimale X ′, pour laquelle la différence entre le nombre de ses points rationnels
et ceux de sa normalisée est exactement égal à son degré de singularité : il suffit d’impliquer dans
la construction les seuls points de degré 2 de X.

D’autre part, le théorème 4.2.1 montre que ceci est l’unique manière d’obtenir une courbe
δ-optimale.

Or, le nombre de points de degré 2 d’une courbe est fini, et, de plus, « assez petit » pour
une courbe lisse optimale, et parfois même égal à zéro. Cela contraint l’existence de courbes
δ-optimales de genre arithmétique arbitrairement grand.

Pour toutes ces raisons, il est naturel d’introduire la notation suivante.

Notations. Nous notons
Xq(g)

l’ensemble des courbes lisses optimales définies sur Fq de genre g. Nous définissons alors

B2(Xq(g))

comme le nombre maximum de points de degré 2 d’une courbe de Xq(g).

Théorème 4.3.1. On a :

Nq(g, π) = Nq(g) + π − g ⇐⇒ g ≤ π ≤ g +B2(Xq(g)).
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Démonstration. Soit X une courbe de Xq(g), ayant B2(Xq(g)) points de degré 2. Soit π un entier
de la forme π = g + a2 avec 0 ≤ a2 ≤ B2(X) = B2(Xq(g)). Alors, d’après le théorème 3.2.1, il
existe une courbe X ′ définie sur Fq de genre arithmétique π, ayant X pour normalisée et telle que

]X ′(Fq) = ]X(Fq) + a2 = Nq(g) + a2.

Ainsi, pour tout g ≤ π ≤ g +B2(Xq(g)), on a Nq(g, π) = Nq(g) + π − g.
L’implication réciproque découle du point 4 du théorème 4.2.1.

Dans le cas où g = 0, c’est-à-dire celui des courbes rationnelles, le théorème 4.3.1 prend la
forme du corollaire suivant :

Corollaire 4.3.2. On a
Nq(0, π) = q + 1 + π

si et seulement si 0 ≤ π ≤ q2−q
2 .

Démonstration. Puisque toute courbe dans Xq(0) est isomorphe à la droite projective P1, la
quantité B2(Xq(g)) correspond au nombre de points de degré 2 de P1, qui est donné, d’après la
formule (1.3), par

B2(P1) =
]P1(Fq2)− ]P1(Fq)

2
=
q2 + 1− (q + 1)

2
=
q2 − q

2
.

Remarque 4.3.3. La courbe de Fukasawa, Homma et Kim, décrite dans la sous-section 4.1.1,
est un exemple explicite de courbe rationnelle singulière qui atteint Nq

(
0, q

2−q
2

)
.

Le corollaire précédent montre, plus généralement, qu’il existe une courbe rationnelle δ-optimale
définie sur Fq et de genre arithmétique π pour tout 0 ≤ π ≤ q2−q

2 .

Considérons maintenant le cas g = 1. On a rappelé dans le théorème 2.1.15 que la quantité
Nq(1) vaut soit q + 1 + [2

√
q], soit q + [2

√
q]. Elle vaut q + 1 + [2

√
q] si et seulement si au moins

une des conditions suivantes est vérifiée : p ne divise pas [2
√
q], q est un carré, ou q = p.

Ainsi le théorème 4.3.1 entraîne le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.4. 1. Si p ne divise pas [2
√
q], q est un carré, ou q = p on a :

Nq(1, π) = q + 1 + [2
√
q] + π − 1

si et seulement si 1 ≤ π ≤ 1 +
q2+q−[2

√
q]([2
√
q]+1)

2 .

2. Dans les autres cas, on a
Nq(1, π) = q + [2

√
q] + π − 1

si et seulement si 1 ≤ π ≤ 1 +
q2+q+[2

√
q](1−[2

√
q])

2 .

Démonstration. 1. Dans le premier cas, on a Nq(1) = q + 1 + [2
√
q]. Soit X une courbe lisse

de genre 1 définie sur Fq avec q + 1 + [2
√
q] points rationnels. Si l’on note ω et ω les racines
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inverses du numérateur de la fonction zêta de X, alors on obtient, d’après la formule (2.5) :

]X(Fq) = q + 1 + [2
√
q] = q + 1− (ω + ω), (4.3)

et
]X(Fq2) = q2 + 1− (ω2 + ω2).

De (4.3) nous obtenons ω + ω = −[2
√
q]. Puisque ω est de module √q, on a aussi :

ω2 + ω2 = (ω + ω)2 − 2ωω = (ω + ω)2 − 2|ω|2 = [2
√
q]2 − 2q,

ce qui donne
]X(Fq2) = q2 + 1− ([2

√
q]2 − 2q).

De cette façon, nous obtenons que, pour toute courbe maximale lisse de genre 1 définie sur
Fq, le nombre de points de degré 2 est égal à :

B2(Xq(1)) = B2(X) =
]X(Fq2)− ]X(Fq)

2
=
q2 + q − [2

√
q]([2
√
q] + 1)

2
.

La conclusion découle du théorème 4.3.1.

2. Dans ce cas on a Nq(1) = q + [2
√
q]. En utilisant un raisonnement similaire, on obtient

ω + ω = 1− [2
√
q] et ω2 + ω2 = [2

√
q]2 − 2[2

√
q]− 2q + 1, d’où

B2(Xq(1)) =
q2 + q + [2

√
q](1− [2

√
q])

2
.

Remarque 4.3.5. Puisque pour q = 2, 3 ou 4 la quantité

q2 + q − [2
√
q]([2
√
q] + 1)

2

est égale à 0, on remarque qu’il n’existe pas de courbe singulière δ-optimale définie sur Fq de
genre géométrique 1.

Remarque 4.3.6. Nous avons vu dans le théorème 4.2.1 qu’une courbe (singulière) δ-optimale
a nécessairement une normalisée optimale. En revanche, une courbe singulière optimale n’admet
généralement pas une normalisée optimale. On peut illustrer ce fait sur un exemple.

Considérons l’ensemble des courbes définies sur F2 de genre géométrique 1 et genre arithmétique
3, et commençons par montrer que N2(1, 3) = 6.

On a N2(1, 3) ≥ N2(1) = 5 d’après la proposition 3.2.4, et N2(1, 3) < 7 par le corollaire
4.3.4. Maintenant, soit X une courbe lisse de genre 1 définie sur F2 avec exactement 4 points
rationnels (dont l’existence est assurée par [50, Th. 4.1]). Il est simple de montrer qu’une telle
courbe a 3 points de degré 2. En appliquant le théorème 3.2.1 avec a2 = 2, nous obtenons une
courbe singulière X ′ définie sur F2 de genre géométrique 1 et genre arithmétique 3, ayant 6 points
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rationnels et X pour normalisée. Ainsi, N2(1, 3) = 6, et X ′ est un exemple de courbe singulière
optimale dont la normalisée n’est pas optimale.

Plus encore, il n’existe pas de courbe définie sur F2 de genre géométrique 1 et genre arithmétique
3 dont la normalisée est optimale. C’est une conséquence du fait qu’une courbe lisse optimale de
genre 1 n’a pas de points de degré 2, ni de degré 3.

À partir de g ≥ 2, il est plus difficile de rendre le théorème 4.3.1 explicite, comme on l’a fait
dans les cas g = 0 et g = 1 (voir les corollaires 4.3.2 et 4.3.4). En effet, pour g = 0 et g = 1, la
quantité B2(Xq(g)) peut être aisément calculée en fonction de q et g : cela vient du fait que, dans
ces cas, la connaissance du nombre de points rationnels sur Fq d’une courbe lisse X suffit pour
déterminer les racines inverses du numérateur de la fonction zêta de X, et donc le nombre de
points de X rationnels sur une extension quelconque de Fq. Or, cela n’est plus vrai, en général,
dès que g ≥ 2.

Néanmoins, nous pourrons déterminer des bornes supérieures et inférieures pour B2(Xq(g)).
Cela permettra, entre autres, de donner des valeurs exactes de Nq(g, π) pour certaines valeurs de
q, g et π.

4.4 Bornes sur le nombre de points de degré 2 d’une courbe
lisse

Soit X une courbe lisse définie sur Fq de genre g > 0. Pour tout entier n > 0, on associe à X
le n-uplet (x1, . . . , xn) défini comme suit :

xi :=
(qi + 1)− ]X(Fqi)

2g
√
qi

, i = 1, . . . , n. (4.4)

D’après les formules (2.5), on a :

xi =

∑2g
j=1 ω

i
j

2g
√
qi

.

Or, en appliquant l’hypothèse de Riemann (voir théorème 2.1.2), on obtient pour tout i = 1, . . . , n :

|xi| =

∣∣∣∣∣
∑2g
j=1 ω

i
j

2g
√
qi

∣∣∣∣∣ ≤ 2g
√
qi

2g
√
qi

= 1.

Autrement dit, le n-uplet (x1, . . . , xn) appartient à l’hypercube

Cn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn| − 1 ≤ xi ≤ 1, ∀ i = 1, . . . , n}. (4.5)

On remarque que toute borne inférieure pour xi correspond à une borne supérieure pour
]X(Fqi) et, inversement, toute borne supérieure pour xi correspond à une borne inférieure pour
]X(Fqi).
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Ainsi, pour trouver des bonnes bornes pour le nombre de points de degré 2 de X, il faudra
arriver à restreindre le plus possible la région du plan à laquelle x1 et x2 appartiennent, en
utilisant la double nature, géométrique et arithmétique, de la courbe X.

Nous empruntons cette approche euclidienne à Hallouin et Perret, qui, dans [20], l’utilisent
pour donner de nouvelles bornes pour le nombre de points rationnels d’une courbe lisse, lorsque
le genre est assez grand par rapport à la cardinalité du corps de base.

4.4.1 L’approche d’Hallouin-Perret

On utilise en premier lieu la nature géométrique de X.
Considérons la surface algébrique lisse X ×X et, en particulier, son espace de Néron-Severi

sur R :
NS(X ×X)R = NS(X ×X)⊗Z R.

Soient H = X × {∗} et V = {∗} ×X les classes respectivement horizontale et verticale de
X ×X. Soit Vect(H,V ) le plan engendré par H et V . On a :

NS(X ×X)R = Vect(H,V )⊕Vect(H,V )⊥.

Soit p la projection orthogonale de NS(X ×X)R sur Vect(H,V )⊥ :

p : NS(X ×X)R −→ Vect(H,V )⊥

Γ 7−→ Γ− (Γ · V )H − (Γ ·H)V.

Puisque H + V est un diviseur ample, le théorème d’indice de Hodge [21, Th. 1.9, Ch. 5]
entraîne que le produit d’intersection sur l’espace NS(X ×X)R est défini négatif sur Vect(H,V )⊥.
Ainsi, Vect(H,V )⊥ peut être muni d’une structure d’espace euclidien, en définissant un produit
scalaire 〈·, ·〉 comme l’opposé du produit d’intersection :

〈γ, γ′〉 := −γ · γ′, ∀ γ, γ′ ∈ Vect(H,V )⊥.

Considérons le morphisme de Frobenius de X

F : X −→ X

P 7−→ Pϕ
,

où ϕ est l’automorphisme de Frobenius défini en (1.2). Notons, pour tout k ≥ 0, F k = F ◦ · · · ◦ F
le k-ème itéré de F , avec la convention usuelle F 0 = IdX . Alors, si Γk désigne la classe de F k

dans NS(X ×X)R, on a :

Lemme 4.4.1. [20, Lemme 3]{
〈p(Γk), p(Γk)〉 = 2gqk ∀ k ≥ 0

〈p(Γk), p(Γk+i)〉 = qk((q + 1)− ]X(Fiq)) ∀ k ≥ 0, ∀i ≥ 1.

Si maintenant on considère les normalisées des classes de Néron-Severi des itérés du morphisme
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de Frobenius :
γk =

1√
2gqk

p(Γk),

on obtient, d’après le lemme 4.4.1, que les xi définis dans (4.4) vérifient

xi = 〈γk, γk+i〉.

Avec cette interprétation géométrique, on trouve que la matrice

Gn =



1 x1 · · · xn−1 xn

x1 1 x1
. . . xn−1

...
. . .

. . .
. . .

...

xn−1
. . .

. . . 1 x1

xn xn−1 · · · x1 1


est la matrice de Gram 1 de la famille γ0, . . . , γn dans Vect(H,V )⊥, et donc semi-définie positive.
Or, une matrice est semi-définie positive si et seulement si tous ses mineurs principaux sont
positifs. Il en découle que le n-uplet (x1, . . . , xn) appartient à l’ensemble

Wn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|Gn,I ≥ 0, ∀ I ⊂ {1, . . . , n+ 1}}, (4.6)

où Gn,I représente le mineur principal de Gn obtenu en supprimant de Gn les lignes et les colonnes
dont les indices sont hors de I.

À ces relations, qui proviennent de la nature géométrique de X, on peut ajouter les contraintes
arithmétiques résultant des inégalités évidentes

]X(Fqi) ≥ ]X(Fq),

pour tout i ≥ 2. Il s’ensuit que, pour tout i ≥ 2, on a

xi ≤
x1

q
i−1
2

+
qi−1 − 1

2gq
i−2
2

.

En posant

hq,gi (x1, xi) = xi −
x1
√
qi−1

−
√
q

2g

(
√
q
i−1 − 1

√
qi−1

)
,

on obtient que le n-uplet (x1, . . . , xn) appartient à l’ensemble

Hq,gn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|hq,gi (x1, xi) ≤ 0, pour tout 2 ≤ i ≤ n}. (4.7)

Nous adoptons ici la convention que Hq,g1 = R.

1. La matrice de Gram G d’un ensemble de vecteurs v1, . . . , vn dans un espace préhilbertien (E, 〈·, ·〉) est la
matrice hermitienne des produits scalaires, dont les entrées sont données par (G)ij = 〈vi, vj〉.
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Remarque 4.4.2. On note que l’on a hq,gi (x1, xi) = 0 si et seulement si ]X(Fq) = ]X(Fqi).

En définitive on obtient que, si X est une courbe lisse définie sur Fq de genre g > 0, alors
son n-uplet associé (x1, . . . , xn) appartient à l’ensemble Cn ∩ Wn ∩ Hq,gn , où Cn,Wn,Hq,gn sont
respectivement définis par (4.5), (4.6) and (4.7).

Pour n = 1, 2, 3, . . ., on trouve des sous-ensembles compacts de Rn auxquels le n-uplet
(x1, . . . , xn) appartient. Nous pouvons donc déterminer une borne inférieure pour ]X(Fqi) sur la
base d’une borne supérieure pour xi et, inversement, une borne supérieure pour ]X(Fqi) à partir
d’une borne inférieure pour xi.

En incrémentant la dimension n, l’ensemble Cn ∩Wn ∩Hq,gn fournit une borne inférieure de
plus en plus fine pour x1 (et donc une borne supérieure de plus en plus fine pour ]X(Fq)) si g est
assez grand devant q.

En effet, pour n = 1, on retrouve la borne de Weil (voir (2.6)), qui peut donc être vue comme
une borne de Weil au premier ordre :

]X(Fq) ≤ q + 1 + 2g
√
q.

Pour n = 2, on retrouve la borne de Ihara (voir (2.9)), qui peut donc être appelée borne de
Weil au second ordre : si

g ≥ g2 :=

√
q(
√
q − 1)

2
,

alors
]X(Fq) ≤ q + 1 +

1

2

(√
(8q + 1)g2 + 4q(q − 1)g − g

)
.

Enfin, pour n = 3, on trouve une borne de Weil au troisième ordre lorsque

g ≥ g3 :=

√
q(q − 1)
√

2
,

comme énoncé dans le théorème [20, Th. 18]. Cependant, la borne donnée par Hallouin et Perret
dans ce dernier théorème n’est pas correcte, car pour certaines valeurs de q et g ≥ g3 la borne de
Weil au troisième ordre n’est pas meilleure que celle au deuxième ordre, ce qui ne se peut. Après
correction, nous trouvons finalement que si g ≥ g3, alors

]X(Fq) ≤ q + 1 +
1

1 + 2√
q

(√
a(q) +

b(q)

g
+
c(q)

g2
− 1− 1

q
− 1

g
d(q)

)
g
√
q,

où 

a(q) = 5 + 8√
q + 2

q + 1
q2

b(q) =
(q2−1)(3

√
q−1)(

√
q+1)

q
√
q

c(q) =
(q−1)2(−4q

√
q−4
√
q+q2−2q+1)

4q

d(q) =
(q−1)(q−2

√
q−1)

2
√
q .

De façon analogue, nous souhaitons trouver des bornes inférieures de plus en plus fines pour
x2 (dépendant éventuellement de x1), dans le but de fournir des nouvelles bornes supérieures
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pour ]X(Fq2). De chacune de ces bornes, nous déduirons une nouvelle borne supérieure pour le
nombre de points de degré 2 d’une courbe lisse, en rendant l’équivalence du théorème 4.3.1 plus
explicite.

4.4.2 Bornes supérieures

Soit X une courbe lisse définie sur Fq de genre g. On rappelle que, si B2(X) désigne le nombre
de points de degré 2 de X, on a

B2(X) =
]X(Fq2)− ]X(Fq)

2
.

Nous allons établir des bornes supérieures pour le nombre B2(X), obtenues en considérant
l’ensemble Cn ∩Wn ∩Hq,gn à différents ordres, c’est-à-dire, pour différentes valeurs de la dimension
n (en l’occurrence n = 1, 2, 3). En particulier, si X est optimale, cela nous permettra d’obtenir
des bornes supérieures pour la quantité B2(Xq(g)), qui, l’on rappelle, représente comme le nombre
maximum de points de degré 2 d’une courbe lisse optimale de genre g définie sur Fq.

Le premier ordre

D’après les bornes de Weil qui découlent de (2.5), on a

]X(Fq2) ≤ q2 + 1 + 2gq,

et
]X(Fq) ≥ q + 1− 2g

√
q.

Une borne supérieure évidente pour B2(X) est donc :

B2(X) ≤ q2 − q
2

+ g(q +
√
q). (4.8)

Posons

M ′(q, g) :=
q2 − q

2
+ g(q +

√
q).

Nous pouvons considérer M ′(q, g) comme une borne supérieure au premier ordre pour B2(Xq(g)),
puisque la borne (4.8) est une conséquence immédiate des bornes de Weil.

En utilisant la quantité M ′(q, g), nous indiquons dans le tableau 4.1 des bornes supérieures
au premier ordre pour B2(Xq(g)), à des valeurs fixées du couple (q, g) :



CHAPITRE 4. COURBES OPTIMALES, δ-OPTIMALES ET MAXIMALES 57

HH
HHHq

g
2 3 4 5 6

2 7 11 14 18 21
3 12 17 21 26 31
22 18 24 30 36 42

Table 4.1 – Bornes supérieures au premier ordre pour B2(Xq(g)), données par M ′(q, g).

Malheureusement, la borne (4.8) est plutôt mauvaise. Nous allons donc l’améliorer.

Soit g > 0. D’après les formules (4.4), on a

]X(Fq) = q + 1− 2g
√
qx1 et ]X(Fq2) = q2 + 1− 2gqx2.

Ainsi, la quantité B2(X) peut être vue comme une fonction de x1 et x2 dans le domaine
Cn ∩Wn ∩Hq,gn :

B2(X) = g
√
q(x1 −

√
qx2) +

q2 − q
2

. (4.9)

Nous remarquons que toute borne inférieure pour x2 entraîne une borne supérieure (éventuel-
lement dépendante de x1) pour B2(X).

Nous allons donc étudier l’ensemble Cn ∩Wn ∩ Hq,gn pour n = 2 (deuxième ordre) et n = 3

(troisième ordre).

Le deuxième ordre

Pour n = 2, l’ensemble C2 ∩W2 ∩Hq,g2 est constitué des couples (x1, x2) ∈ R2 qui satisfont le
système d’inéquations suivant : {

2x2
1 − 1 ≤ x2 ≤ 1

x2 ≤ x1√
q + q−1

2g .
(4.10)

Géométriquement, l’ensemble des solutions du système (4.10) correspond à la région du plan
〈x1, x2〉 bornée par la parabole

P : x2 = 2x2
1 − 1

et les droites
Lq,g2 : x2 =

x1√
q

+
q − 1

2g
et x2 = 1.

Plus précisément, selon que g < g2, g = g2 ou g > g2, avec

g2 =

√
q(
√
q − 1)

2
,

on se trouve dans l’une des configurations suivantes :
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Figure 4.1 – La région C2 ∩W2 ∩Hq,g
2 , respectivement pour g < g2, g = g2 et g > g2.

La première inégalité du système (4.10)

x2 ≥ 2x2
1 − 1, (4.11)

donne la borne supérieure :

B2(X) ≤ g√q(x1 −
√
q(2x2

1 − 1)) +
q2 − q

2
. (4.12)

En utilisant les formules (4.4) pour x1, on obtient la borne supérieure suivante pour B2(X)

(en fonction de q, g et ]X(Fq)), ce qui est une reformulation de [20, Prop. 14] :

Proposition 4.4.3. Soit X une courbe lisse de genre g > 0 définie sur Fq. On a :

B2(X) ≤
q2 + 1 + 2gq − 1

g (]X(Fq)− (q + 1))
2 − ]X(Fq)

2
.

Supposons maintenant que X est une courbe lisse optimale de genre g > 0, c’est-à-dire que X
a Nq(g) points rationnels. D’après la proposition 4.4.3, si l’on pose

M ′′(q, g) :=
q2 + 1 + 2gq − 1

g (Nq(g)− (q + 1))
2 −Nq(g)

2
,

alors on obtient :
B2(Xq(g)) ≤M ′′(q, g).

La quantité M ′′(q, g) peut donc être vue comme une borne supérieure au deuxième ordre pour
B2(Xq(g)).

Ainsi, nous obtenons la proposition suivante, en conséquence du théorème 4.3.1 :

Proposition 4.4.4. Soit g > 0. Si π > g +M ′′(q, g), alors il n’existe pas de courbe δ-optimale



CHAPITRE 4. COURBES OPTIMALES, δ-OPTIMALES ET MAXIMALES 59

définie sur Fq de genre géométrique g et genre arithmétique π, ou, autrement dit,

Nq(g, π) < Nq(g) + π − g.

Nous reportons dans le tableau 4.2 des bornes supérieures pour B2(Xq(g)), à valeurs fixées du
couple (q, g), données par la quantité M ′′(q, g). Pour le calcul de M ′′(q, g) nous avons utilisé les
données sur Nq(g) disponibles sur le site web www.manypoints.org [48].

HH
HHHq

g
2 3 4 5 6

2 1 2 3 4 5
3 3 3 3 5 7
22 5 0 4 5 3

Table 4.2 – Bornes supérieures au deuxième ordre pour B2(Xq(g)) données par M ′′(q, g).

Le troisième ordre

En dimension n = 3, de nouvelles contraintes pour x1, x2 et x3 apparaissent, en plus de celles
du système (4.10). En effet, l’ensemble C3 ∩W3 ∩Hq,g3 est donné par les triplets (x1, x2, x3) ∈ R3

qui satisfont le système d’inéquations suivant :

2x2
1 − 1 ≤ x2 ≤ 1

−1 + (x1+x2)2

1+x1
≤ x3 ≤ 1− (x1−x2)2

1−x1

1 + 2x1x2x3 − x2
3 − x2

1 − x2
2 ≥ 0

x2 ≤ x1√
q + q−1

2g

x3 ≤ x1

q + q2−1
2g
√
q .

Considérons la projection de C3 ∩W3 ∩Hq,g3 sur le plan 〈x1, x2〉, c’est-à-dire l’ensemble

{(x1, x2) ∈ R2 : (x1, x2, x3) ∈ C3 ∩W3 ∩Hq,g3 }.

On montre facilement que ce dernier est constitué par les couples (x1, x2) ∈ R2 qui vérifient :
2x2

1 − 1 ≤ x2 ≤ 1

−1 + (x1+x2)2

1+x1
≤ x1

q + q2−1
2g
√
q

x2 ≤ x1√
q + q−1

2g .

(4.13)

En effet, la projection sur le plan 〈x1, x2〉 du sous-ensemble de C3 défini par

1 + 2x1x2x3 − x2
3 − x2

1 − x2
2 ≥ 0

http://www.manypoints.org
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est égale à C2, puisque pour tout (x1, x2) ∈ C2 on a :

x3 ∈
[
x1x2 −

√
(x2

2 − 1)(x2
1 − 1), x1x2 +

√
(x2

2 − 1)(x2
1 − 1)

]
⊆ [−1, 1].

L’équation correspondant à la deuxième inégalité du système (4.13) :

x2
2 + 2x1x2 −

(
1

q
− 1

)
x2

1 −
(

1

q
+ 1 +

q2 − 1

2g
√
q

)
x1 − 1− q2 − 1

2g
√
q

= 0 (4.14)

décrit, dans le plan 〈x1, x2〉, une hyperbole Hq,g passant par le point (−1, 1). Pour

g ≥ g3 =

√
q(q − 1)
√

2
,

l’hyperbole Hq,g coupe la parabole en au moins trois points. Ainsi, la région du plan 〈x1, x2〉
correspondant au système (4.13) peut se trouver dans l’une des deux configurations suivantes :

Figure 4.2 – La projection de C3 ∩W3 ∩Hq,g
3 sur le plan < x1, x2 >, pour g < g3 et g > g3.

On remarque que, lorsque g ≥ g3, nous avons une meilleure borne inférieure pour x2 en
fonction de x1 (par rapport à la borne (4.11)), donnée par la plus petite solution de l’équation
quadratique en x2 (4.14) :

x2 ≥ −x1 −

√
1

q
x2

1 +

(
1

q
+ 1 +

q2 − 1

2g
√
q

)
x1 + 1 +

q2 − 1

2g
√
q
.

Ainsi, de (4.9), on obtient une nouvelle borne supérieure pour B2(X), en fonction de q, g et x1 :

B2(X) ≤ g√q(1 +
√
q)x1 + gq

√
1

q
x2

1 +

(
1

q
+ 1 +

q2 − 1

2g
√
q

)
x1 + 1 +

q2 − 1

2g
√
q

+
q2 − q

2
. (4.15)
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En injectant l’expression (4.4) de x1 dans (4.15), on trouve une nouvelle borne supérieure
pour B2(X) en fonction de q, g et ]X(Fq) :

Proposition 4.4.5. Soit X une courbe lisse de genre g ≥
√
q(q−1)√

2
définie sur Fq. On a :

B2(X) ≤
√

1/4 (]X(Fq))2
+ α(q, g)]X(Fq) + β(q, g)−

(1 +
√
q)

2
]X(Fq) +

q2 + 1 +
√
q(q + 1)

2
,

(4.16)

où {
α(q, g) = − 1

4 ((2q
√
q + 2

√
q)g + q3 + q + 2)

β(q, g) = 1
4 (4q2g2 + 2

√
q(q3 + q2 + q + 1)g + q4 + q3 + q + 1).

Comme précédemment, si l’on pose

M ′′′(q, g) :=

√
1/4 (Nq(g))

2
+ α(q, g)Nq(g) + β(q, g)−

(1 +
√
q)

2
Nq(g) +

q2 + 1 +
√
q(q + 1)

2
,

(4.17)

où α(q, g) et β(q, g) sont définis comme dans la proposition 4.4.5, on trouve

B2(Xq(g)) ≤M ′′′(q, g).

D’après le théorème 4.3.1, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 4.4.6. Soit g ≥
√
q(q−1)√

2
. Si π > g+M ′′′q (g), alors il n’existe pas de courbe δ-optimale

définie sur Fq de genre géométrique g et genre arithmétique π, ou, autrement dit,

Nq(g, π) < Nq(g) + π − g.

Dans le tableau 4.3, en utilisant la quantité M ′′′(q, g), nous reportons des bornes supérieures
pour B2(Xq(g)) au troisième ordre. Certaines cases du tableau sont évidemment vides, puisque
M ′′′(q, g) est défini seulement lorsque g ≥

√
q(q−1)√

2
.

H
HHHHq

g
2 3 4 5 6

2 0 0 1 1 1
3 2 1 2 3
22 4 1

Table 4.3 – Bornes supérieures au troisième ordre pour B2(Xq(g)), données par M ′′′(q, g).

D’après les propositions 4.4.3 et 4.4.5, il est possible de synthétiser les tableaux 4.2 et 4.3

dans le suivant :
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HH
HHHq

g
2 3 4 5 6

2 0 0 1 1 1
3 3 2 1 2 3
22 5 0 4 4 1

Table 4.4 – Bornes supérieures pour B2(Xq(g)).

4.4.3 Bornes inférieures

De la même manière, nous pouvons utiliser l’approche euclidienne d’Hallouin-Perret pour
déterminer des bornes inférieures pour B2(X).

En premier lieu, d’après les bornes de Weil qui découlent de (2.5), nous avons

]X(Fq2) ≥ q2 + 1− 2gq et ]X(Fq) ≤ q + 1 + 2g
√
q,

et donc

B2(X) ≥ q2 − q
2
− g(q +

√
q). (4.18)

Il est simple de montrer que la quantité à droite dans (4.18) est strictement positive si et seulement
si g < g2 =

√
q(
√
q−1)

2 .
Ainsi, nous pouvons considérer l’inégalité (4.18) comme une borne inférieure au premier ordre

pour B2(X), puisqu’elle est une conséquence immédiate des bornes de Weil.
Géométriquement, il est également clair que nous n’obtiendrions pas de meilleures bornes

inférieures pour B2(X) en passant au deuxième ou au troisième ordre. En effet, en observant les
graphes des figures 4.1 et 4.2, nous remarquons qu’une borne supérieure plus fine pour x2 peut
seulement être donnée par la droite Lq,g2 . Or, nous avons vu dans la remarque 4.4.2 que, si le
couple (x1, x2) est sur la droite Lq,g2 , alors ]X(Fq) = ]X(Fq2), ce qui entraîne B2(X) = 0.

Pour g < g2, l’inégalité (4.18) donne les bornes inférieures suivantes pour B2(Xq(g)) :

H
HHHHq

g
2 3 4 5

7 2
23 7
32 12
11 27 13
13 45 29 12
24 80 60 40 20

Table 4.5 – Bornes inférieures pour B2(Xq(g)).

Ainsi, d’après le théorème 4.3.1 et l’inégalité (4.18), on obtient la proposition suivante :
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Proposition 4.4.7. Soit g <
√
q(
√
q−1)

2 . Si g ≤ π ≤ g + q2−q
2 − g(q +

√
q), alors il existe une

courbe δ-optimale définie sur Fq de genre géométrique g et genre arithmétique π.

4.5 Quelques valeurs exactes de Nq(g, π)

Nous utilisons ci-dessous les bornes obtenues pour B2(Xq(g)) dans la section précédente (voir
les tableaux 4.4 et 4.5) pour déterminer quelques valeurs exactes de Nq(g, π). Nous complétons la
proposition suivante avec les résultats sur Nq(g, π) déjà obtenus dans la section 4.3.

Proposition 4.5.1. Soit q une puissance d’un nombre premier p. Soient g et π des entiers
positifs tels que g ≤ π. On a :

1. Nq(0, π) = q + 1 + π si et seulement si 0 ≤ π ≤ q2−q
2 .

2. Si p ne divise pas [2
√
q], q est un carré, ou q = p, alors

Nq(1, π) = q + [2
√
q] + π si et seulement si 1 ≤ π ≤ 1 +

q2+q−[2
√
q]([2
√
q]+1)

2 .
Sinon,
Nq(1, π) = q + [2

√
q] + π − 1 si et seulement si 1 ≤ π ≤ 1 +

q2+q+[2
√
q](1−[2

√
q])

2 .

3. Si g <
√
q(
√
q−1)

2 et g ≤ π ≤ q2−q
2 − g(q +

√
q − 1), alors Nq(g, π) = Nq(g) + π − g.

4. N2(2, 3) = 6.

5. N2(3, 4) = 7.

6. N22(4, 5) = 14.

Démonstration. Les points 1 et 2 sont les corollaires 4.3.2 et 4.3.4. Le point 3 est donné par la
proposition 4.4.7.

Montrons, ensuite, le point 4. On remarque que, d’après la proposition 3.2.4, N2(2, 3) ≥
N2(2) = 6 et, d’après le tableau 4.4, B2(X2(2)) = 0. Ainsi on obtient, par la proposition 4.4.6, que
N2(2, 3) < N2(2) + 1 = 7. Les points 5 et 6 se démontrent de la même manière que le point 4.

4.6 Courbes maximales

Soit X une courbe définie sur Fq de genre géométrique g et genre arithmétique π. On rappelle
que X est une courbe maximale si elle atteint la borne d’Aubry-Perret, à savoir

]X(Fq) = q + 1 + g[2
√
q] + π − g.

Les courbes maximales constituent une sous-classe des courbes δ-optimales. Ainsi elles héritent
de toutes les propriétés listées dans la théorème 4.2.1.

Considérons d’abord le résultat suivant, qui donne, entres autres, la forme de la fonction zêta
d’une courbe maximale.

Proposition 4.6.1. Si X est une courbe maximale définie sur Fq de genre géométrique g et
genre arithmétique π. Alors on a :

π ≤ g +
q2 + (2g − 1)q − g[2

√
q]([2
√
q] + 1)

2
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et

ZX(T ) =
(qT 2 + [2

√
q]T + 1)g(1 + T )π−g

(1− T )(1− qT )
.

Démonstration. D’après le théorème 4.2.1, la courbe X a une normalisée maximale X̃, et

π ≤ g +B2(X̃).

Or, toute courbe lisse maximale de genre g a le même nombre de points de degré 2. En effet,
si ω1, ω1, . . . , ωg, ωg sont les racines inverses du numérateur de la fonction zêta ZX̃(T ) de X̃, on a
vu, dans la proposition 2.1.18, que ωi + ωi = −[2

√
q]. Comme dans la preuve du corollaire 4.3.4,

on peut donc calculer le nombre de points de degré 2 de X̃ :

B2(X̃) =
q2 + (2g − 1)q − g[2

√
q]([2
√
q] + 1)

2
,

ce qui donne l’inégalité concernant g, π et q voulue.
La forme de la fonction zêta de X est immédiate d’après le théorème 4.2.1 et la proposition

2.1.18.

4.6.1 Le spectre des genres de courbes maximales

La proposition 4.6.1 confirme que, pour π assez grand devant g, il n’existe pas de courbe
maximale de genre géométrique g et genre arithmétique π.

Ainsi, par analogie avec le cas lisse, nous pouvons considérer la problématique de déterminer
le spectre des genres de courbes maximales définies sur Fq, c’est à dire l’ensemble des couples
(g, π) pour lesquels il existe une courbe maximale définie sur Fq de genre géométrique g et genre
arithmétique π :

Γq :={(g, π) ∈ N× N : il existe une courbe maximale définie sur Fq
de genre géométrique g et genre arithmétique π}.

On supposera, par la suite, que q est un carré. La proposition suivante est une conséquence
simple des théorèmes 4.2.1 et 4.3.1, et de la proposition 4.6.1.

Proposition 4.6.2. Soit q un carré. Il existe une courbe maximale définie sur Fq de genre
géométrique g et genre arithmétique π si et seulement si Nq(g) = q + 1 + 2g

√
q et

g ≤ π ≤ (−q −√q + 1)g +
q2 − q

2
. (4.19)

Remarque 4.6.3. La quantité de droite dans l’inégalité (4.19) est linéairement décroissante par
rapport à g. Ainsi, elle atteint sa valeur maximale pour g = 0 (cela signifie aussi que le nombre de
points de degré 2 d’une courbe lisse maximale est une fonction décroissante du genre). On obtient
de cette façon une borne pour le genre arithmétique π en fonction de la cardinalité du corps fini :

π ≤ q(q − 1)

2
. (4.20)
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D’un point de vue géométrique, nous avons donc montré que l’ensemble Γq est contenu (voir
la figure 4.3) dans le triangle (OAB) du plan 〈g, π〉 délimité par les droites

D1 : g = 0, D2 : π = (−q −√q + 1)g +
q2 − q

2
et D3 : g = π.

Le point d’intersection des droites D2 et D3 est le point

B

(√
q(
√
q − 1)

2
,

√
q(
√
q − 1)

2

)
.

Cela signifie que toute courbe maximale définie sur Fq de genre geometrique g =
√
q(
√
q−1)

2 est
nécessairement lisse, et donc isomorphe à la courbe Hermitienne (voir la section 2.1.4).

En outre, la borne (4.20) est atteinte. En effet, la courbe de Fukasawa, Homma et Kim, décrite
dans la section 4.1.1, est un exemple de courbe maximale définie sur Fq de genre arithmétique
π = q(q−1)

2 .

En utilisant les inégalités (2.12), les propositions 4.5.1 et 4.6.2, et la remarque 4.6.3, nous
pouvons énoncer le théorème suivant.

Théorème 4.6.4. Soit q un carré et X une courbe maximale définie sur Fq de genre géométrique
g et genre arithmétique π. On pose

g′ :=

√
q(
√
q − 1)

2
, g′′ :=

[
(
√
q − 1)2

4

]
et g′′′ :=

[
q −√q + 4

6

]
.

Soit

Γq :={(g, π) ∈ N× N : il existe une courbe maximale définie sur Fq
de genre géométrique g et genre arithmétique π}.

On a :

1. 0 ≤ g ≤ g′, g ≤ π ≤ q(q−1)
2 et π ≤ (−q −√q + 1)g + q2−q

2 . Autrement dit, Γq est contenu
dans l’ensemble des points à coordonnées entières à l’intérieur du triangle (OAB) de la
figure 4.3.

2. Le point B = (g′, g′) appartient à Γq et{
(0, π) , avec 0 ≤ π ≤ q2 − q

2

}
⊆ Γq.

3. Si g 6= g′, alors g ≤ g′′ et{
(g′′, π) , avec g′′ ≤ π ≤ (−q −√q + 1)g′′ +

q2 − q
2

}
⊆ Γq.
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4. Si g 6= g′ et g 6= g′′, alors g ≤ g′′′ et{
(g′′′, π) , avec g′′′ ≤ π ≤ (−q −√q + 1)g′′′ +

q2 − q
2

}
⊆ Γq.

Le théorème 4.6.4 est illustré à l’aide de la figure 4.3 (dans laquelle on a choisi un rapport
d’échelle entre les axes de 0.025 pour des raisons de lisibilité).

Remarque 4.6.5. Si X est une courbe maximale définie sur Fq de genre géométrique g′, g′′ ou g′′′,
alors sa courbe normalisée X̃ est une courbe lisse maximale définie sur Fq de genre respectivement
g′, g′′ ou g′′′, et donc Fq-isomorphe à une des courbes rappelées dans la sous-section 2.1.4.

4.7 Un théorème sur les revêtements de courbes singulières

Nous terminons par quelques considérations sur les revêtements de courbes singulières.
Commençons par rappeler le résultat suivant dû à Serre.

Théorème 4.7.1. [30, Prop. 6] Soient X et Y deux courbes lisses définies sur Fq. Supposons
qu’il existe un morphisme non constant f : Y → X défini sur Fq. Alors, si PX(T ) et PY (T )

désignent les numérateurs des fonctions zêta de X et Y respectivement, alors le polynôme PX(T )

divise PY (T ). En particulier, si Y est maximale, il en va de même pour X.

Ce résultat est par exemple utilisé dans [15] et [16] pour déterminer des exemples de courbes
maximales, non isomorphes, de même genre et même groupe d’automorphismes.

Nous prouvons ici que le résultat subsiste sans l’hypothèse de lissité sur les courbes, en
supposant que le morphisme est plat. Il faut remarquer que la divisibilité des numérateurs des
fonctions zêta dans un revêtement plat, démontrée par Aubry et Perret pour des courbes non
nécessairement lisses dans [7], et pour des variétés non nécessairement lisses dans [8], ne donne
pas le résultat.

Théorème 4.7.2. Soit f : Y → X un morphisme plat fini entre deux courbes définies sur Fq. Si
Y est maximale alors X est maximale.

Démonstration. Soient gX et πX (respectivement gY et πY ) le genre géométrique et le genre
arithmétique de X (respectivement de Y ). Puisque Y est maximale, on a

]Y (Fq) = q + 1 + gY [2
√
q] + πY − gY .

D’après [5, Remarque 4.1] nous savons que

|]Y (Fq)− ]X(Fq)| ≤ (πY − gY )− (πX − gX) + (gY − gX)[2
√
q].

Ainsi nous obtenons :

]X(Fq) ≥ ]Y (Fq)− (πY − gY ) + (πX − gX)− (gY − gX)[2
√
q] = q + 1 + gX [2

√
q] + πX − gX .

On en conclut que X est aussi maximale.
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Figure 4.3 – L’ensemble Γq est contenu dans l’ensemble des points à coordonnées entières à l’intérieur
ou sur le bord du triangle (OAB). Les points correspondent aux couples (g, π) que nous avons déjà
montrés être dans Γq. Le reste de l’ensemble Γq doit être contenu dans le trapézoïde coloré.
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Résumé
On s’intéresse, dans cette thèse, à des questions concernant le nombre maximum de points
rationnels d’une courbe singulière définie sur un corps fini, sujet qui, depuis Weil, a été
amplement abordé dans le cas lisse. Cette étude se déroule en deux temps. Tout d’abord on
présente une construction de courbes singulières de genres et corps de base donnés, possédant
un grand nombre de points rationnels : cette construction, qui repose sur des notions et
outils de géométrie algébrique et d’algèbre commutative, permet de construire, en partant
d’une courbe lisse X, une courbe à singularités X ′, de telle sorte que X soit la normalisée de
X ′, et que les singularités ajoutées soient rationnelles sur le corps de base et de degré de
singularité prescrit. Ensuite, en utilisant une approche euclidienne, on prouve une nouvelle
borne sur le nombre de points fermés de degré deux d’une courbe lisse définie sur un corps
fini. La combinaison de ces résultats, à priori indépendants, permet notamment d’étudier le
problème de savoir quand la borne d’Aubry-Perret, analogue de la borne de Weil dans le
cas singulier, est atteinte. Cela nous amène de façon naturelle à l’étude des propriétés des
courbes maximales et, lorsque la cardinalité du corps de base est un carré, à l’analyse du
spectre des genres de ces dernières.

Mots-clés : courbe singulière, courbe maximale, corps fini, point rationnel, point de degré
deux, fonction zêta.

Abstract
In this PhD thesis, we focus on some issues about the maximum number of rational points
on a singular curve defined over a finite field. This topic has been extensively discussed
in the smooth case since Weil’s works. We have split our study into two stages. First,
we provide a construction of singular curves of prescribed genera and base field and with
many rational points: such a construction, based on some notions and tools from algebraic
geometry and commutative algebra, yields a method for constructing, given a smooth curve
X, another curve X ′ with singularities, such that X is the normalization of X ′, and the
added singularities are rational on the base field and with the prescribed singularity degree.
Then, using a Euclidian approach, we prove a new bound for the number of closed points
of degree two on a smooth curve defined over a finite field. Combining these two a priori
independent results, we can study the following question: when is the Aubry-Perret bound
(the analogue of the Weil bound in the singular case) reached? This leads naturally to the
study of the properties of maximal curves and, when the cardinality of the base field is a
square, to the analysis of the spectrum of their genera.

Keywords : singular curve, maximal curve, finite field, rational point, point of degree two,
zeta function.
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