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Merci !

Pendant des années j’ai révé d’en étre la, devant ce chapitre plus communément intitulé
remerciements. L’émotion est grande et la tache difficile. Résumer « trois ans » en ces quelques
pages est finalement le plus grand défi de cette thése.

Bien consciente de que le niveau de ces remerciements n’atteindra a aucun moment la perfection
de ceux de la thése de Virgile !, je souhaite, par eux, adresser ma plus grande gratitude & toutes
les personnes qui m’ont accompagnée dans ce singulier parcours. Conformément au caractére
international de cette aventure, et en tant que responsable autonommeée du Café des Langues
Luminy, j’adapterai, lorsque possible, la langue de chacune de ces lignes a leur(s) destinataire(s).
J’ai évidemment glissé quelques typos par-ci, par-la, histoire de donner a Pierre-O la possibilité
de se venger sur mon francais. Bref, comme Paolo le dirait, c’est parti!

Pour une thése il faut bien un directeur, et c’est a toi, Yves, que j’adresse mon premier grand
merci. Depuis le début, tu m’as guidée dans les méandres de la recherche, toujours avec patience,
humour, énergie et optimisme. Tu as su me motiver et me donner confiance lorsque je me sentais
le plus égarée. Merci pour tes conseils, ta disponibilité, ta ponctualité et aussi la liberté que tu
m’as laissée. Ton approche aux mathématiques, rigoureuse, enthousiaste et pleine d’anecdotes,
sera toujours pour moi une source d’inspiration. Je suis trés contente d’avoir partagé ce parcours
avec un directeur cool comme toi, et plus que ¢a : un ami.

My most sincere thanks to Marc Hindry and James Hirschfeld for having accepted the heavy
task of reviewing this manuscript. I'm very grateful for their interest in my work, their careful
read-through as well as for their precious remarks. Mes remerciements vont également a Massimo
Giulietti, David Kohel, Marc Perret et Serge Vladuts pour me faire ’honneur d’étre membres de

mon jury.

Une rédaction en frangais par une italienne nécessite de plusieurs relectures et relecteurs. Merci
alors & mon équipe sélectionnée de I’Académie frangaise, spécialité mathématiques : Joél Cohen,
Guillaume Geoffroy, Pierre-Olivier Goffard et Marc Munsch. Votre minutieux travail (dont les
effets seront visibles lorsque 'on retrouvera des fonctions zéta dans I'actuariat ou dans la logique)
a été indispensable a ’amélioration de la qualité et du swag de ce texte. Aussi je n’oublierai pas
la ponctualité et la rapidité avec laquelle vous avez répondu & toutes mes nombreuses et variées
questions (sur les mathématiques, le francais, le latex, etc.). Vous pourrez évidemment compter

sur moi pour vos prochaines rédactions en italien.
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Mais une thése va bien au deld d’'un manuscrit et d’une soutenance. Et c’est 1a que la petite
larme d’émotion est préte a sortir...

La primera persona a agradecer eres ti, Dani, porque sin ti esta experiencia nunca habria
empezado.

Je remercie toute mon équipe ATI? pour I'accueil chaleureuse qu’elle m’a toujours réservée.
Une pensée particuliére & Stéphane B., esprit combattant et déterminé, mais qui n’a jamais accepté
la défaite de la France lors de la rencontre internationale YACC 2014 (Yves Aubry Conference on
Cryptography) ; a Alexis, unique professeur a avoir été aussi mon éléve, en italien; a Christophe,
dont j’admire, entre autres, I’énorme dynamisme et 1’esprit organisationnel (Antalya, quel bon
souvenir!) ; & David, Gilles, Frangois et Serge, pour leur gentillesse et leur soutien constants. Un
remerciement spécial a Stéphane L., compagnie fidéle pendant mes week-ends et nuits passés au
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lesquelles j’ai pu m’entrainer pendant les années et que, enfin, je trouve droles.

Je remercie 'Institut de Mathématiques de Marseille, et en particulier le site sud, pour m’avoir
donné des excellentes conditions de travail et pour avoir supporté ma présence assidue et parfois
bruyante au laboratoire. Beaucoup de collégues sont devenus pour moi plus que c¢a, et je les
remercie pour leur amitié, les bavardages dans les couloirs et les pauses café. Dans ce cadre,
je tiens en particulier & exprimer ma reconnaissance & Yves Lafont, pour son encouragement
constant aux doctorants et promotion de leurs activités, et & Tomasz Miernowski, pour tous les
conseils qu’il m’a dispensés en matiére d’enseignement et de pédagogie. Aussi je n’oublie pas
la disponibilité, la compétence et la bonne humeur du personnel administratif et informatique :
merci & Aurelia, Corinne, Eric, Jean-Bruno et Jessica.

Je suis extrémement reconnaissante a 'Ecole Doctorale 184. Merci a Nadia Creignou, Thierry
Gallouet et Sonia Asseum pour la confiance qu’ils m’ont toujours accordée et pour tout le soin et
toute I'attention qu’ils portent aux doctorants.

Merci également a 'IREM et au CIRM, et a 'ensemble du personnel qui y travaille. C’est une
chance de vous avoir & coté et c’est toujours un plaisir de passer vous voir, que ce soit pour un
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Sinon, pour le reste, 'ambiance au labo, pendant ces années, a toujours été plate et monotone,
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pero a renegar cada vez que me pregunte « jTienes leche por el café? » ; Joooordi, el catala
de Marsella « u, dos, tres, quatre,..., i quinze! Oeoeo... », professor de guitarra de un estudiant
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peresos; Jb « Salut Anna, t’es pas trop fatiguée ? » ; Marc, le capitain d’un foot qui s’est arrété
aprés son départ ; Eugenia, la fantasista delle espressioni romane ; Lionel, acteur studio et « ca
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interminables chez Joél, le Barberousse, les silent discos, et les tonneaux ; pour les machines a
pates au labo et les petits déj, bizarrement passés, avec I’avancée de la thése, de 10h & 8h30, ce
qui a comporté une grosse baisse de la qualité (pates a tartiner maison, toasts et jus de fruits
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les randonnées et les essaies infructueux de surf aux pays bretons; merci pour m’avoir suivie
dans mes projets, sans aucune pression de ma part (« Tu veux pas nous aider ? »), pour m’avoir
partagé les votres et pour en avoir construits ensemble ; enfin, plus important, merci infiniment
pour la « motivation!!» que vous m’avez transmise sans faille lorsque j'en avais le plus besoin.

Et quand le ton se fait plus romantique... J’adresse des remerciements spéciaux : & Marc, pour
toute la patience envers moi dont tu as fait preuve et pour la gentillesse envers tout le monde qui
te caractérise ; & Joél, parce que tu as toujours mis les nécessités des autres devant les tiennes, sans
rien prétendre en échange ; & Emilie (bon anniversaire!!), car j’ai beaucoup souffert de ton absence
au labo et ton enthousiasme m’a beaucoup manqué; a Paolo, perché con il tuo temperamento e la
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4. liste non exhaustive.
5. grace auxquelles maintenant je retiens 9 décimales de 7.
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Introduction

Le probléme de déterminer I’ensemble des solutions d’un systéme d’équations polynomiales
dans un « certain domaine de rationalité » trouve ses racines les plus anciennes en Gréce antique,
a une période indéterminée entre le I¢* et le IVe siécle av. J.-C. A cette époque, le mathématicien
Diophante d’Alexandrie se dédie a la recherche de solutions rationnelles positives d’équations a
coefficients entiers, et recueille 130 de ces problémes, ainsi que leurs résolutions, dans son ouvrage
Arithmetica.

Dans sa forme la plus simple, une équation diophantienne est ainsi une équation polynomiale
a deux variables a coefficients entiers

f(z,y) =0,

dont on recherche les solutions rationnelles (z,y). Dans le langage géométrique, probablement
inconnu de Diophante, cela se traduit par la recherche des points rationnels appartenant a la
courbe algébrique plane correspondante. Cette recherche devient donc un probléme de géométrie
arithmétique.

En effet, comme André Weil le dit dans I'introduction de sa thése (voir [51]), I’arithmétique
sur une courbe définie sur un « domaine de rationalité k », consiste en I’étude des « propriétés
qui sont invariantes par rapport aux transformations birationnelles & coefficients rationnels », et
effectivement, d’aprés les résultats d’Hilbert et Hurwitz (voir [24]), le probléme de la recherche
des points rationnels rentre dans ce cadre. Ainsi, ’invariant qui gouverne les questions sur les
points rationnels est le genre, et non pas le degré de la courbe.

Historiquement, la résolution des équations diophantiennes sur les rationnels a amené les
mathématiciens & s’intéresser au probléme, d’apparence plus simple, d’étudier les solutions modulo
un nombre premier. Bien souvent, cela permet de déterminer I’existence, ou non, de solutions
rationnelles. Progressivement, I’étude des points rationnels des courbes modulo un nombre premier,

et plus généralement sur les corps finis, est devenue un sujet d’étude en lui méme.

Si k =T, est un corps fini, toute courbe algébrique définie sur F, a un nombre fini de points
rationnels, et il est donc possible, au pire par « force brute », de tous les déterminer. Cependant,
lorsque ¢ devient grand, ce probléme est hors d’atteinte, et on peut s’intéresser au probléme plus
simple de compter le nombre de solutions, plutét que de les calculer explicitement. Dans ce sens,
des études ont été entreprises pour donner une estimation précise du nombre maximum de points
rationnels d’une courbe algébrique définie sur un corps fini et d’'un genre donné.

Concernant celles-ci, les résultats fondamentaux, avec comme acteurs principaux Hasse (voir
[22], [23]), Weil (voir [52]) et Serre (voir [41]), sont tous formulés pour des courbes algébriques,



projectives, absolument irréductibles et lisses, et peuvent étre grossiérement résumés dans l'inéga-
lité
Ny(9) < q+1+g[2V/4],

oll Ny(g) désigne le nombre maximum de points rationnels d’une courbe algébrique, projective,
absolument irréductible et lisse de genre g. Tous ces résultats reposent sur I’étude des zéros d’une
fonction génératrice encodant le nombre de points rationnels de la courbe sur les extensions du
corps de base, introduite par Artin dans les années 20 (thése de doctorat, 1924), et appelée la
fonction zéta de la courbe. On peut voir cette fonction zéta comme un analogue pour les courbes
de la fonction zéta de Riemann classique. Dans ce cadre, Weil a démontré , dans [52], ce que 'on
appelle communément I'hypothése de Riemann pour les courbes sur les corps finis, et qui est le
point crucial de I'inégalité précédemment citée.

Nous allons nous intéresser dans cette thése au cas plus général du nombre de points d’une
courbe singuliére sur un corps fini. Dans la suite de I'introduction, le mot courbe désignera une

courbe algébrique, projective, absolument irréductible.

Les résultats précédemment évoqués pour les courbes lisses sont utiles pour I’étude du nombre
de points rationnels d’une courbe singuliére, étant donné que toute courbe définie sur Fy est
birationnellement équivalente & une courbe lisse sur F,, & savoir sa normalisée. Néanmoins, il faut
remarquer qu’un point singulier peut correspondre & plusieurs points dans la normalisée, et que
donc, en particulier, le nombre de points rationnels n’est pas en général le méme sur les deux
courbes.

La borne d’Hasse-Weil-Serre peut alors étre étendue au cas d’une courbe singuliére, en faisant
intervenir un nouvel invariant appelé genre arithmétique. Aubry et Perret ont en effet montré
dans [6] que, si X est une courbe définie sur F,, de genre géométrique g et de genre arithmétique
m, alors

1X(Fy) < (¢+1)+g2y/q+7—g, (1)

ou, ce qui est plus fort,
1X(Fg) < Ny(g9) +7—g. (2)

Ces bornes sont le point de départ de cette thése, dans laquelle on s’intéresse a des questions
concernant le nombre maximum de points rationnels d’une courbe singuliére définie sur un corps
fini.

A cet effet, pour ¢ une puissance d’un nombre premier, ¢ et 7 deux entiers positifs tels que
m > g, nous introduisons la quantité

NQ(gvﬂ-)

définie, par analogie avec le cas lisse, comme le nombre maximum de points rationnels d’une
courbe définie sur F; de genre géométrique g et de genre arithmétique 7. De plus, nous appelons
mazimales les courbes qui atteignent la borne (1) et J-optimales les courbes qui atteignent la
borne (2).

Le probléme de déterminer Ny (g, 7) nous ameéne donc & construire des courbes singuliéres de
genres et corps de base donnés, possédant un grand nombre de points rationnels. Pour ce faire,
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en suivant les idées développées par Rosenlicht dans [36], et reprises par Serre dans [39, Ch. IV],
nous partons d’une courbe lisse X, pour construire une courbe a singularités X', de telle sorte
que X soit la normalisée de X', et que les singularités « construites » soient rationnelles sur le
corps de base, et de degré de singularité prescrit (voir théoréme 3.1.3).

En remarquant que le degré de singularité d’un point singulier dépend, entre autres, du degré
des points dans sa fibre via la normalisation, cette construction prend la forme d’une sorte de
« bataille » entre nombre de points rationnels et genre arithmétique (voir théoréme 3.2.1), et
on s’apercoit que ce sont les points de degré 2 de la courbe lisse de départ qui font gagner la
« partie » !

Nous en déduisons le résultat suivant (voir théoréme 4.3.1), qui caractérise l’existence d’une
courbe §-optimale définie sur F, de genre géométrique g et de genre arithmétique 7 :

No(g,m) = Ng(9) +m—g <= g<7<g+Ba(X(9) (3)

ou X, (g) désigne I'ensemble des courbes optimales lisses définies sur Fy de genre g (i.e. avec Ny(g)
points rationnels), et Ba(X,;(g)) est le nombre maximum de points de degré 2 d’une courbe de
X,(9).

La quantité Bs(X,(g)) est explicite lorsque g est égal & 0 ou 1 et pour tous les g tels que
Ny(9) = ¢+ 1+ g[2,/q]. Dans les autres cas, en utilisant I'approche euclidienne présentée par
Hallouin et Perret dans [20], nous en déterminons des bornes inférieures et supérieures. Bien
que ces résultats sur le nombre de points de degré 2 d’une courbe lisse aient un intérét propre,
nous les utilisons pour préciser 1'équivalence (3), et pour déterminer quelques valeurs exactes de
N,y(g, ), pour des valeurs spécifiques de ¢, de g et de 7 (voir proposition 4.5.1).

La thése se termine par ’étude des propriétés et du spectre de genres des courbes maximales
(voir théoréme 4.6.4), et par un résultat sur les revétements de courbes singuliéres (voir théoréme
4.7.2).

Notre étude des courbes singuliéres sur les corps finis est également motivée par leurs nom-
breuses occurrences dans divers problémes mathématiques. Un exemple nous vient de la théorie
des codes avec la construction géométrique de codes correcteurs d’erreurs définis par évaluation
de points sur des variétés algébriques (voir [31]). La détermination des parameétres fondamentaux
de ces codes nécessite I’étude de sections hyperplanes ou plus généralement de sections de variétés
algébriques, qui donnent bien souvent des variétés singuliéres.

Un autre exemple provient de la théorie des fonctions booléennes pour lesquelles la propriété
Almost Perfect Nonlinear (APN) est caractérisée par 'inclusion des points rationnels d’un certain
ensemble algébrique (qui est une courbe singuliére ou une surface singuliére) dans une réunion
d’hyperplans (voir [9]).

Ce travail a été réalisé grace a la participation du LabEx Archiméde (ANR-11-LABX- 0033) et
de la fondation A*MIDEX (ANR-11-IDEX-0001-02), financés par le programme « Investissements
d’Avenir » mené par PANR.




Plan de la thése

Cette thése est organisée de la maniére suivante.

Le Chapitre 1 est dédié a des rappels sur les objets et les notions de base, ainsi que les
principaux résultats qui interviennent dans ’étude d’une courbe algébrique singuliére définie sur

un corps fini.

Dans le Chapitre 2 on passe en revue, dans le cas lisse, puis singulier, les résultats fondamentaux
concernant les bornes sur le nombre de points rationnels d’une courbe définie sur un corps fini.

On présente, dans le Chapitre 3, une construction de courbes singuliéres de genres et corps de
base donnés, ayant un grand nombre de points rationnels.

Le Chapitre 4 concerne ’étude des propriétés et des conditions d’existence d’une courbe
d-optimale et d’une courbe maximale. Il contient également des résultats sur le nombre de points

de degré 2 d’une courbe lisse, ainsi que sur les revétements de courbes singuliéres.




Chapitre 1

Propriétés locales des points d’une

courbe algébrique

La propriété pour un point ) d’une variété algébrique X d’étre singulier est une propriété
locale, c’est-a-dire une propriété qui demeure inchangée si X est remplacée par un voisinage
quelconque de @. Cette notion géométrique de concentrer I'attention « prés d’un point » a son
analogue algébrique dans le procédé de localisation d’un anneau en un idéal premier.

En gardant un niveau de généralisation propre a nos objectifs, nous rappelons dans ce chapitre
les objets et les notions de base, ainsi que les principaux résultats qui interviennent dans I’étude
d’une courbe algébrique singuliére définie sur un corps fini, et qui seront utilisés tout au long de
cette thése.

Nous nous inspirerons principalement de [21], [27], [34], [39], [44], [45] et [47], en réadaptant
éventuellement les définitions et les résultats dans le cas ot le corps de base n’est pas algébriquement
clos. Pour toutes les notions d’algébre commutative nous renvoyons a [2].

1.1 Notations

Nous fixons les notations suivantes :

une puissance d’un nombre premier,

Q

le corps fini & ¢ éléments,

Q

=l =

¢ la cloture algébrique de Fy,
Gal(F,/F,) le groupe de Galois de l'extension F,/F,.

A noter que les définitions et résultats de ce chapitre restent valables si on remplace F, par
un autre corps parfait, c’est-a-dire un corps dont toute extension algébrique est séparable.
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1.2 L’anneau local en un point

Commengons par examiner les objets algébriques associés aux points d’une courbe algébrique.
Dans cette section, nous nous limitons au cas des courbes affines. Cela peut se faire sans perte de
généralité, car chaque point d’une courbe projective admet un voisinage affine, c’est-a-dire un
ouvert affine qui le contient.

Soit X C A"(F,) := {(z1,...,2s) : 2; € Fy} une courbe algébrique affine, c’est-a-dire une
variété algébrique affine de dimension 1.

Définition 1.2.1. On dit que X est définie sur F, si l'idéal
I(X) :={F € F[X1,...,X,] : F(Q) = 0 pour tout Q € X(F,)}
peut étre engendré par des polynomes de Fq[X1,..., X,].

Remarque 1.2.2. Considérons 'idéal
I(X/F,) :={F € Fy[X1,..., X, : F(Q) =0 pour tout Q € X} =Z(X) NF,[X1,...,X,]

Alors X est définie sur F, si et seulement si :

I(X) = I(X/F,) F [ X1, ..., X.).

Définition 1.2.3. Une courbe algébrique X définie sur I, est dite irréductible sur Fy si Z(X/F,)
est un idéal premier de Fy[X1,..., X,]. Elle est dite absolument irréductible (ou géométrique-
ment irréductible) si elle est irréductible sur F,, c’est-a-dire si Z(X) est un idéal premier de
Fy[Xq,..., X,

Exemple 1.2.4. La courbe X2 + XY + Y2 = 0 est irréductible sur Fy, mais pas absolument
irréductible. En effet dans Fy2 elle est la réunion des deux droites :

D :X—C(Y=0 et Dy:X-C%Y =0,
ot ¢ € Fyz \ Fy est une racine primitive 3-éme de l'unité.

Définition 1.2.5. Soit X une courbe définie sur F,. L’ensemble des points rationnels sur F, de

X est ’ensemble
X(Fq) =X NnA™T,).

Remarque 1.2.6. Si X est définie sur Iy, pout tout n > 1 on peut aussi définir 'ensemble des
points de X rationnels sur Fy» par

X(Fqn) = X ﬁ An (Fqn )

L’ensemble X (Fg) correspond ainsi aux points de X (Fy) & coordonnées dans Fgn. Si 'on ne
précise pas l'extension, un point rationnel désignera un point rationnel sur [F,.
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Dans la suite on supposera X définie sur Fj,.

Soient Fi, ..., F,, € F [X1,...,X,] des polynomes générateurs de Z(X/F,) (anneau F,[ X7, ...

étant noetherien, ses idéaux sont tous de type fini). Alors X (IF,) est constitué par ’ensemble des
solutions (z1,...,2,) € [y, du systeme d’équations polynomiales :

Fi(X1,..0, Xp) =0

Fp(X1,...,Xn) =0.

On remarque que si F € Fy[Xy,...,X,] et Q = (z1,...,2,) € A"(F,), alors pour tout

o € Gal(F,/F,) on a
F(Q7) = F(Q)7, (1.1)

ot Q7 = (o(x1),...,0(xn)) et F(Q)° = o(F(Q)). Ainsi F(Q7) = 0 si et seulement si F(Q)? =0,

o
et Gal(F,/F,) induit une action sur X (F,). Il est immeédiat de vérifier que

X(Fy) ={Q € X(F,) : Q = Q7, pour tout o € Gal(Fy/F,)}.

Définition 1.2.7. Soit X une courbe algébrique définie sur IF;. Un point fermé @) de X est une

orbite de l'action du groupe de Galois Gal(Fy/F,) sur X (IF,) :
Q={Q" v e Cal(F,/F,)},

ot Q € X(F,). Le degré deg Q de Q est le cardinal de son orbite. Le corps de décomposition de Q
est la plus petite extension de F, sur laquelle I'orbite se décompose en points séparés.

Remarque 1.2.8. 1. Le degré d’un point fermé @ est le degré de son corps de décomposition
sur ;. Autrement dit, c’est le degré de la plus petite extension de I, qui contienne les

coordonnées de tous les éléments de 'orbite. Ainsi le degré d’un point est toujours fini.
d—1

Si Q est un point de degré d alors Q = {Q,Q%,...,Q° }ouQ € X(F,) et ¢ € Gal(F,/F,)
est I’automorphisme de Frobenius défini par :

|
QQ

o: T,

%
A (1.2)

o

2. Un point rationnel sur [F; est un point fermé de degré 1.

o _ . d—1
3. Soit F(Xq,...,X,) € Fg[Xy,..., X, ] et Q = {Q.Q%,....,Q° } un point fermé de degré
d. D’aprés (1.1), s’il existe ig € {0,...,d — 1} tel que F(@WO) =0, alors F(Q” ) = 0 pour
tout i = 0,...,d— 1. Ainsi, dans ce cas, on pourra se permettre ’abus de notation F(Q) = 0.
Cela justifiera aussi le fait de considérer les fonctions s’annulant en un point fermé.

Notations. Soit X une courbe algébrique définie sur F;. On note

Ba(X)

aXn]
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le nombre de points fermés de degré d de X.

Remarque 1.2.9. Puisque chaque point de degré d de X engendre exactement d points de
X (Fga), pour tout n > 1 on a la formule suivante :

X(Fgn) =Y _dBy(X). (1.3)
d|n

A partir de maintenant, un point fermé sera plus simplement appelé point, sauf indication

contraire.

Définition 1.2.10. Soit X une courbe algébrique définie sur IF;, et @) I'un de ses points. Soit
I(X/F,) = (Fy,...,Fy) CFy[Xy,...,X,]. On dit que X est non singuliére en @ si la matrice

de taille m xn
OF;
<8X] (Q)> 1<i<m ’

155<n

appelée matrice Jacobienne en @, est de rang n — 1. On dit que X est non singuliére (ou lisse) si

elle est non singuliére en tout point.

Exemple 1.2.11. Soit ¢ impair. Considérons dans le plan affine A2 (Fq) les courbes décrites par
les équations :
Co:y?=a+u, Cy:y? =2+ 22, Cy:y? =ad.

Au point Qo = (0,0) les trois matrices Jacobiennes
Jo=(=32" -1, 2y), Ji=(-32"-2z, 2), Jo=(-32% 2)

ont pour rangs respectifs 1, 0 et 0. Il s’ensuit que @ est un point non singulier pour Cy et singulier
pour Cq et Cs.

Pour avoir une vision géométrique du comportement local des trois courbes autour du point
(0,0), représentons Cg, C; et Co dans le plan affine réel :

y2:1:3+z y2:£l?3+272 y2:£L’

Nous examinerons plus en détails, dans la section 1.6, les propriétés algébriques locales
« responsables » de la nature du point (0,0) dans les cas des courbes Cy, et Ca .

Remarque 1.2.12. L’ensemble des points singuliers d’une courbe algébrique irréductible X,
noté Sing(X), est un ensemble propre et fermé dans la topologie de Zariski [21, Ch.I, Th. 5.3].
Ainsi une courbe algébrique irréductible a un nombre fini de points singuliers.
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Remarque 1.2.13. Soit @ un point de X de degré d et soient Q1,...,Qq € X(F,), tels que
Q={Q1,...,Qa}. West clair que @ est un point singulier de X si et seulement si Q); est un point

singulier de X xp, Fy, pour tout ¢ =1,...,d.

La définition 1.2.10 semble dépendre du plongement de X dans un espace affine. Toutefois,
on verra que ’on peut décrire intrinséquement la propriété de non singularité, en termes des

fonctions sur la courbe X (voir [53]).

Soit X une courbe algébrique irréductible définie sur F,,. Notons F,[X] I'anneau des coordonnées

affines de X sur F :
F,[X] = F,[Xq,...,X5]
I(X/Fy)
C’est un anneau intégre (car Z(X/F,) est un idéal premier) de dimension de Krull égale & 1. Son
corps des fractions, noté F,(X), est appelé le corps des fonctions rationnelles de X sur F,. Ce
dernier est une extension de type fini de F,, de degré de transcendance égal & 1. On définit, de

fagon similaire, F,[X] et F,(X), en remplagant F, par F,.

Soit @ un point de X de degré d. Considérons le sous-ensemble Og de F,(X) constitué par
les fonctions rationnelles de X définies en @ :

O = {g € Fy(X) : H(Q) ?éo}.

Sif=G/H € Og,alors f(Q) = G(Q)/H(Q) est bien défini. Ainsi les éléments de Og sont appelés
les fonctions réguliéres en Q. On montre aisément que @ # Q' si et seulement si Og # O .

On remarque facilement que O est le localisé de F,[X] en I'idéal maximal
Mg ={F € F,[X]: F(Q) = 0}.

Il s’ensuit [2, Ex. 1 Ch. 3] que O est un anneau local d’idéal maximal

MQ::{geoQ:G(Q):o}.

De plus, Og est de dimension de Krull 1, c’est-a-dire qu’il ne posséde pas d’autres idéaux premiers
que (0) et Mg (cela vient du fait que Fy[X] est de dimension de Krull égale & 1). On a :

i Ll VY )
Mg Mg

q®>

ot le dernier isomorphisme est donné par ’application :

avec ( 'un des points de X (F,) dans l'orbite de Q.
L’anneau Og est appelé anneau local de X en Q.
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Remarque 1.2.14. Si I'on considére I'extension de corps de fonctions F,(X)/F,(X), il existe
exactement d anneaux locaux qui contiennent Og. Ils correspondent aux d points Q1,...,Qq €

X(Fy), tels que @ = {Q1,...,Qq}. Il en découle que Og C (,_; ,0q, C F,(X), et plus

précisément
Og=| [\ Oq | NF(X).
i=1,...,d

De plus, on a
Mg = Mg, NOg, pour tout ¢ =1,...d.

On peut illustrer cela de la maniére suivante :

/Fq(X )
Oq, T Oq.
ﬂi:l,. ,d OQi IE‘q(X)
NFq(X)
Oq

Le quotient Mg /(Mg)? est un Og/Mg-espace vectoriel dont la dimension gouverne la
nature du point @. On a, en fait, le résultat suivant :

Théoréme 1.2.15. Soit X une courbe algébrique irréductible définie sur F, et QQ un point de X.
Alors X est non singuliére en @ si et seulement si l'anneau local Og est un anneau local régulier,
c’est-a-dire
dimog, /e LQQ = dim(0g) = 1, (1.4)
(Mq)

otu le premier symbole dim désigne la dimension d’un espace vectoriel et le second la dimension
de Krull d’un anneau.

Démonstration. Le résultat découle directement de [21, Ch. I, Th. 5.1], en remarquant qu’une

courbe est une variété de dimension 1. O

La propriété (1.4) est équivalente & la condition que Mg peut étre engendré par un seul
élément t € Og appelé une uniformisante locale en @ [2, Th. 11.22].

Remarque 1.2.16. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un anneau local noethérien
O d’idéal maximal M et de corps résiduel O/ M [2, Prop. 9.2] :

- O est un anneau de valuation discréte;

- O est intégralement clos;
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- M est un idéal principal ;

- dimo/m(M/M?) =1;

- tout idéal non nul est une puissance de M ;

- il existe t € O tel que tout idéal non nul est de la forme t*O, k > 0.

D’aprés la remarque précédente, un anneau local régulier de dimension 1 est un anneau de
valuation discréte. On peut donc réécrire le théoréme 1.2.15 sous la forme suivante :

Théoréme 1.2.17. Soit X une courbe algébrique irréductible définie sur F, et Q un point de X.
Alors X est non singuliére en Q) si et seulement si Og est un anneau de valuation discréte.

Si Q € X est non singulier, notons v la valuation (& valeurs dans Z) associée a Og : si f est
un élément non nul de Fy(X), la relation vg(f) = n,n € Z, signifie que f peut s’écrire sous la
forme f = t"u, ol u est un élément inversible de Og.

Remarque 1.2.18. Comme pour toute variété algébrique, les Og forment un faisceau d’anneaux
sur X, a condition de munir X de la topologie de Zariski [38, Ch. II]; rappelons que les sous-
ensembles fermés d’une courbe X pour cette topologie sont les sous-ensembles finis et X lui-méme.

Le faisceau des anneaux locaux Og sera noté Ox ; c’est un sous-faisceau du faisceau constant
F (X).

1.3 La normalisée d’une courbe

Commencgons par résumer les propriétés fondamentales de la normalisée d’une courbe algé-
brique, en partant de sa définition.

Définition 1.3.1. Une normalisée d’une courbe algébrique irréductible X est une courbe algé-
brique irréductible lisse X pour laquelle il existe une application réguliére

v:X 5 X ,
telle que v est finie et birationnelle. L’application v est appelée normalisation.

Remarque 1.3.2. 1. Si X = |, X; est une courbe réductible alors on peut définir X = U, X;.
Pour cette raison il n’est pas contraignant de supposer X irréductible.

2. Une courbe affine a une normalisée qui est aussi affine [44, Th. 4 Ch. II].

3. Si X est définie sur F,, alors il en va de méme pour X et v.

4. Puisque v est birationnelle, on a que F,(X) et F,(X) sont isomorphes en tant F -algébres
[21, Ch. I, Cor. 4.5]. Un isomorphisme est donné par 'application :

v Fe(X) — TFg(X)
;oo fou

5. Par définition des applications réguliéres finies, on a que si X est une normalisée de X,

alors Fy[X] est entier sur F,[X]. Or, anneau F,[X] est intégralement clos (ou normal),




12 1.3. LA NORMALISEE D’'UNE COURBE

puisque X est une courbe lisse, et donc normale [44, Th. 1 Ch. 5]. Tl s’ensuit que F[X] est
la fermeture intégrale de F,[X] dans son corps des fractions F,(X), c’est-a-dire la cloture
intégrale de Fq[X].

6. Le fait que v soit finie entraine aussi que, pour tout Q@ € X, la fibre v=1(Q) C X de v
au-dessus de Q est finie. Autrement dit, il existe un nombre fini de points Py,..., P, € X
tels que v(P;) = Q. Si v(P) = @, on écrira aussi P — Q.

La courbe normalisée est unique & isomorphisme prés :

Théoréme 1.3.3. [44, Cor. Ch. 5] La normalisation d’une courbe algébrique affine irréductible
X est unique. Plus précisément, siv: X — X et v/ : X' — X sont deuz normalisations, alors il
existe un isomorphisme ¢ : X - X'

Théoréme 1.3.4. [44, Th. 7 Ch. II] La normalisée d’une courbe projective est une courbe
projective.

Il est intéressant d’examiner les relations entre les points de X et X, et les anneaux locaux de

F (X) et Fy(X).

Proposition 1.3.5. Soit X une courbe algébrique irréductible définie sur IFy, X sa courbe
normalisée et v : X — X Uapplication de normalisation. Alors P — @Q si et seulement si

v*(Oq) C Op.
Démonstration. Supposons d’abord que v(P) = Q. Soit donc f = G/H € Og. On a :

v'(G)  Gov
vi(H) Hov’

vi(f) =

avec H ov(P) = H(v(P)) = H(Q) # 0. Donc v*(f) € Op.

Supposons réciproquement que v*(Og) C Op. Alors pour tout f = G/H € Og on a
v*(f) = (Gov)/(H ov) € Op. En particulier, on obtient H(v(P)) = H(Q) # 0 qui implique
fGOV(p). Ainsi Oq QOV(p), d’ou Q = v(P). O

En vertu de l'isomorphisme v*, & partir de maintenant nous considérerons F,[X] comme un
sous-anneau de F,[X] et Fy(X) = F,(X). Ainsi, pour tout P — @ nous verrons Op comme un
sur-anneau de O¢. Avec cette convention, on a le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.6. Soit Og un anneau local de F,(X). Il existe un nombre fini d’anneaux de
valuation discrete de Fo(X) qui contiennent Og. Ce sont précisément les anneaux locauz des
points P de X tels que P — Q.

Soit Q un point de X et soient Py, ..., Py les points de X tels que P, — Q pour tout i =1,...,s.
On peut illustrer la proposition 1.3.5 et le corollaire 1.3.6 avec le diagramme suivant :
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) = F,(X)
|

. \ Op,

/ \a

N
\ A

Remarque 1.3.7. Le faisceau Ox sur X est donc I'image directe v(Og) du faisceau O¢ des
anneaux locaux sur X.

Le corollaire précédent permet aussi de définir des relations entre les degrés des points sur X
et X qui se correspondent & travers v :

Proposition 1.3.8. Soient Q € X et Py,...,P, € X tels que P, — Q. Alors
degQ | deg P;, pour touti=1,...,s.

En particulier, s’il existe 1t = 1,...,s tel que P; soit rationnel, alors QQ est rationnel. De plus, si
Q est non singulier, alors Q et P = v=1(Q) ont le méme degré.
Démonstration. Si P — @, alors Og C Op et I'application
Y% . Or
Mg Mp
f+Mg — f+Mp

est un plongement de corps. Ainsi

Op Op 05100 Op  Og
degP=|—:F,| = : F, |l =|—: —|-d .
°6 [Mp q} [Mp MQ} {MQ Q} [Mp Mo cs @

Si @ est non singulier, alors Og = Op, d’otl deg ) = deg P. O

Remarque 1.3.9. Une conséquence immédiate de la proposition 1.3.8 est que
v (X(Fqn)) C X(Fyn).

Proposition 1.3.10. Soit X une courbe algébrique irréductible définie sur Fy et v : X 5 X la
normalisation de X. Si Q) est non singulier, alors il existe un unique point P tel que v(P) = Q.
Autrement dit, si Q € X est tel que |v=1(Q)| > 1, alors Q est singulier.

Démonstration. Si () est non singulier, alors Og est un anneau de valuation discréte, et un anneau
de valuation discréte n’a pas de sur-anneau de valuation discréte propre. O

Proposition 1.3.11. L’application de normalisation v : X — X est un isomorphisme birégulier
de X \ v~'(Sing(X)) sur X \ Sing(X).

Démonstration. Cela découle directement du fait qu'une application rationnelle entre courbes est
réguliére en les points non singuliers [45, Prop. 2.1]. O
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1.4 Invariants locaux d’un point

Dans la section 1.2, on a déja vu que les informations sur la nature d’un point d’une courbe
(comme la propriété d’étre singulier) sont contenues dans son anneau local. Dans cette section,
nous examinons plus en détails les caractéristiques d’un point qui dépendent de son anneau local
et qui sont appelées invariants locauz du point.

Soient X une courbe algébrique irréductible définie sur F, X sa courbe normalisée et v :
X — X une application de normalisation. Soit Q € Sing(X). D’aprés la remarque 1.2.16 et
le théoréme 1.2.17, 'anneau local Og n’est pas intégralement clos. Ainsi, on peut considérer
la cloture intégrale Og de Og. Soient P, ..., Ps € X tels que P, — Q pour tout i = 1,...,s.
D’apres [2, Cor. 5.22] et le corollaire 1.3.6, on a :

Oqg=()0r= (] Or.
P—Q i=1 s

La situation est illustrée dans le diagramme suivant :

IFq()zv) = IFq()()

Op, Op

L’anneau % est ainsi une intersection finie d’anneaux de valuation discréte. Il est bien connu
(voir [46, Prop. 3.2.9]) que cela entraine que O est un anneau semi-local, ¢’est-a-dire qu’il a un

nombre fini d’idéaux maximaux. Ce sont précisément les idéaux A; donnés par
M:MpiﬁOQ, i=1,...,8.

De plus les corps Op, /Mp, et Og/N; sont isomorphes.
Plus exactement, Og est un anneau principal [46, Prop. 3.2.10], et donc, en particulier, un
anneau de Dedekind.

Considérons le Og-module Og/Og. C’est un F,-espace vectoriel de dimension finie [36, Th.1].
Soit Cg 'annulateur de Og/Og, & savoir :

Co=1{f€0q: fOq C Og}.

Il est clair que Cg est un idéal & la fois de Og et de Og. Plus précisément, Cq est le plus grand
idéal de Og qui soit un idéal de @ L idéal Cq est appelé le conducteur de I'extension @/ Oq.
On définit ainsi les invariants locaux fondamentaur d’un point @ :
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Définition 1.4.1. Soit X une courbe algébrique irréductible définie sur F, et @ I'un de ses
points. Considérons les entiers positifs :

dg = dimy, Og/00, ng :=dimg, Og/Cq.

On appelle ng et d¢g les invariants locaux fondamentauz de Q. En particulier dg est appelé le
degré de singularité en Q.

Remarque 1.4.2. Les assertions suivantes sont équivalentes :

- @ est non singulier ;
-nQ = 0.

Cela découle directement du fait que ) est non singulier si et seulement si Og = Og.

Remarque 1.4.3. En vertu du troisiéme théoréme d’isomorphisme pour les F,-modules % )
Og 2 Cq [2, Prop. 2.1] :

0q/0q = (0q/Cq)(0q/Cq),
on a que si 6g > 0, alors Cg est un idéal propre. Ainsi, dans ’anneau de Dedekind 6@, il posséde

une factorisation unique comme produit des idéaux maximaux N, ..., N; de Og [2, Cor. 9.4],
c’est-a-dire qu’il existe nq,...,n, strictement positifs tels que :

Co =N - N2

Or
0q/Cq=0q/(NT* - NI)= P Og/N/"= @ (Op/Mp)™,

1=1,...,s 1=1,...,s

donc
5Q = dimﬂrq @/CQ - diqu OQ/CQ == Z n; degR- - diqu OQ/CQ.

i=1,...,s

Cela montre comment, dans le cas non algébriquement clos, le degré de singularité d’un point
dépend aussi du degré des points qui appartiennent & la fibre, via I’application de normalisation.

Proposition 1.4.4. Sidg # 0, alors g < ng — 1.

Démonstration. On a

(SQ =nQ — dim]pq OQ/CQ.

Si dg # 0, alors Og € Og, et Co € Og. On a F, +Cq C Og, d’ou

dim]Fq OQ/CQ > diqu (Fq + CQ)/CQ =1.
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1.5 Le genre arithmétique

Un invariant birationnel est une quantité ou un objet qui est bien défini sur une classe
d’équivalence birationnelle de variétés algébriques. Autrement dit, il dépend seulement du corps
des fonctions de la variété.

Dans le cas des courbes algébriques projectives irréductibles lisses, l'invariant birationnel
numérique le plus important est le genre g, dont une définition peut étre donnée & partir du
théoréme de Riemann-Roch (voir par exemple [45, Th. 5.4]), et qui prend toutes les valeurs
entiéres positives g > 0. C’est un entier qui, d’une certaine facon, mesure la complexité de la
courbe. Pour g = 0, par exemple, il existe exactement une classe d’équivalence birationnelle, celle
des courbes rationnelles, c’est-a-dire des courbes qui sont birationnellement équivalentes a la
droite projective P!.

Il est possible d’étendre la définition de genre & une courbe singuliére, en définissant le genre
d’une courbe singuliére comme celui de la courbe lisse qui lui est birationnellement équivalente :

Définition 1.5.1. Le genre géométrique d’'une courbe algébrique projective irréductible est le

genre de sa normalisée.

Par définition, le genre géométrique est donc un invariant birationnel aussi des courbes
singuliéres.

On peut associer & une courbe un autre entier naturel, le genre arithmétique, qui, comme on
le verra, mesure, dans un certain sens, combien la courbe est « loin » d’&tre lisse.

Le genre arithmétique d’une courbe algébrique projective X plongée dans P" est par définition
(voir [32], [43], [54], ot la définition pour une variété de dimension quelconque) lentier 7! tel
que :

1—7m=x(X),

ol x(X) est le terme constant du polynéme caractéristique d’Hilbert de X dans P™. Si X est lisse,
alors 7 est un invariant birationnel. Plus généralement, le genre arithmétique est un invariant
numérique qui est indépendant du plongement projectif de X (voir [21, Ch. III, Ex. 5.3]).

Pour nos besoins, il sera plus utile de travailler avec une définition équivalente du genre
arithmétique qui mette en évidence la dépendance de ce dernier par rapport au degré de singularité
de la courbe (voir [39, Ch. IV n. 7]).

Définition 1.5.2. Soit X une courbe algébrique projective irréductible définie sur Fy. Le degré
de singularité de X, noté §, est défini par la formule

5= dq. (1.5)

QeX

Remarque 1.5.3. Le degré de singularité de la courbe est ainsi naturellement défini comme la
somme des degrés de singularité de ses points. D’aprés la remarque 1.4.2; la somme (1.5) peut

1. Dans la littérature, le genre arithmétique est plus souvent noté p,. Nous adoptons ici la notation de Serre
dans [39, Ch. IV n. 6])
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étre restreinte aux points @ € Sing(X) :
s= Y dq (1.6)
QESing(X)

En particulier X est lisse si et seulement si 6 = 0.
On remarque aussi que si on pose

0= () O
QESing(X)

et si O est la cloture intégrale de O, alors, d’aprés [36, Lemma], on a
0= dim[pq 6/0
L’anneau O, intersection des anneaux locaux des points singuliers de X, est appelé dans [36]

I'anneau semi-local de X.

Définition 1.5.4. Soit X une courbe algébrique projective irréductible définie sur IF,. Le genre
arithmétique m de X est l'entier :
=g+,

ou g est le genre géométrique de X.

Remarque 1.5.5. 1. Il est évident que m > g, et ™ = ¢ si et seulement si X est une courbe
lisse.

2. Si X est une courbe plane de degré d alors (voir [21, Ch. I, Ex. 7.2])

__@d-1d-2

2

Il s’ensuit que dans ce cas le genre géométrique de X est donné par la formule :

g=1mE=2) e

2 -
QESing(X)

1.6 Exemples

Reprenons les courbes Cy, Co C A%(F,), avec ¢ impair, introduites dans 'exemple 1.2.11 :

Cr:y? =2+ 2%, Co:y? =2

On a montré que le point Qg = (0,0) est 'unique point singulier pour C; et C3. On verra par la

suite que les propriétés locales de ce point différent suivant la courbe.

1) Considérons I'anneau des coordonnées affines de C; sur F,

FqlCi] = m =Fy[z,7],
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onT=x+ (y>—2? —23)F,[z,y] et 7=y + (y* — 2% — 23)F,[z,y]. L’élément 7/T € F,(C1)
est racine du polynome unitaire ¢2 — (z + 1) € F,[C1][t]. Ainsi /T est un élément entier sur
F,[C1] qui n’appartient pas & Fy[C1], d’oit F4[C1] n’est pas un anneau intégralement clos (en
effet C; n’est pas normale). On obtient que dans l'algébre F,[C1][7/Z] on a :

SORERS OB

SRS

Ainsi I'application

T
7 — (2= 1)t

est un isomorphisme et F,[C1][7/Z] = F,[t] est donc intégralement clos. Il s’ensuit que A*(F,)
est la normalisation de C; et une application de normalisation est donnée par

2 Al — Cl
t o— (2 =1, - 1)).

Soit Qo = (0,0) €Cy et

Oy = FolCilizg) = {g |F,G €F,[Ci] et G ¢ (=, y)Fq[Cl]}
I’anneau local de @g. En remarquant que
VH(F[C1) = F[t2,82 — 1] et (12— L,t(t? — 1)F [t? — 1,t(t* — 1)] = (t* — D)F,[t],
on a :
v (Oa) = {1 sgem e -2l e g (2 - 5,0
=Fy+ (t* = 1) (Fg[tl—1) NFoltle41)) -

Par abus de notation nous écrirons Og, plutét que v*(Og, ).

La fibre au-dessus de Q est constituée de deux points rationnels de A', P, =1et P, = —1:
1% Al Cl
1
—
QO = (07 0)
-1
d’ou

Oq, = Op, N Op, = Fy[t](1—1) NFq[t]111)-
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Ce dernier est un anneau semi-local, dont les idéaux maximaux sont précisément :
M=0t-1)0q, et No=(t+1)Oq,.

Si 'on pose Cq, = (t* — 1)Og, = N1N2, on a que Og, = F, + Cg,. On peut résumer la
situation par les diagrammes suivants :

Fg(A1) 2 Fq(C1) Fq(t)
Op, Op, Fqlt] -1 Fyltlt+1)
~. 7 T _—
Oq, Folt]t—1) N Fqlt]t41)
OQO Fq + (t2 — 1) (Fq [t](t—l) N Fq [t](t+1))

L’idéal Cg, est ainsi le conducteur de extension Og,/Ogq, et le degré de singularité en Qg
est donné par

dq, = dimp, %/CQ —dimp, Og/Cqo = deg Py +deg P, —1=1.
2) Considérons 'anneau des coordonnées affines de Cy sur Fy

Fq[x7y] _ T
W2 Fq[z,7],

Fq[Ca] =
ouZT=x+ (y? —23) et = y + (y*> — 2%). On remarque que F,[Co] = F,[t?,t3] puisque
I’application

v FylCl] — Tyt 17

T t2

T —" 3
est un isomorphisme. Il est simple de montrer que F,[t] est la cloture intégrale de F[t2, 3],
car t € Frac(F,[t?,t3]) = F,(t) est racine du polynéme unitaire X2 — t? € F,[t?,t3][X] et
F,[t] est intégralement clos.
Il s’ensuit que A! est la normalisation de C, dans ce cas aussi, et une application de

normalisation est donnée par

v Al — CQ
t o (2,13).

Soit Qo = (0,0) € C; et

Oa, = Fyferlan = { I FGERife] ot G ¢ (mo)F Gl
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I’anneau local de @g. En remarquant que
(2, ) Fq [, 7] = £2F,[t],
on a:
v0a) ={ L1 roer e g er )
=TF, + t°F,[t] o).

Comme précédemment nous écrirons Og, plutét que v*(Og, ).

La fibre au-dessus de @ est constituée du point rationnel P = 0, d’ou

OQo =0p = Fq[t](t).

Ce dernier est un anneau local d’idéal maximal M p = tFy[t],). Silon pose Cq, = t?Op =
(Mp)?, on aque Og, = F,+Cgq,. On peut résumer la situation par les diagrammes suivants :

Fq(A1) = F,(C2) Fy(t)
Op = 0gq, Fyltler)
Og, Fy + t2Fy[t] 4

L’idéal Cg, est ainsi le conducteur de extension Og,/Ogq, et le degré de singularité en Qg
est donné par

0Q, = diqu %/CQ — dim]]?q OQ/CQ =2degP —-1=1.




Chapitre 2

Bornes sur le nombre de points
rationnels des courbes

Une courbe définie sur un corps fini a un nombre fini de points rationnels, car ce dernier
est trivialement borné par le nombre de points rationnels de I'espace projectif dans lequel la
courbe est plongée : un aspect arithmétique de la géométrie algébrique, qui a influencé de facon
prépondérante des domaines d’application tels que la cryptographie et la théorie des codes.

La fonction zéta associée & une courbe joue un role central dans le comptage de son nombre de
points rationnels. En partant du théoréme de Weil pour les courbes lisses, nous parcourrons dans
ce chapitre les résultats fondamentaux concernant les bornes sur le nombre de points rationnels
d’une courbe algébrique projective absolument irréductible définie sur un corps fini, avec pour
point culminant le cas des courbes singuliéres.

Sauf indication contraire, par la suite on utilisera le mot courbe pour désigner une courbe
algébrique, projective, absolument irréductible.

2.1 Le cas lisse

On pourra se référer, pour cette section, a [25], [26], [33] et [49].

2.1.1 La borne de Serre-Weil

Soit X une courbe lisse de genre g définie sur F,. Notons X (F4») le nombre de points de X
rationnels sur Fy». La fonction zéta de X, notée Zx(T'), est définie par :

Zx(T) := exp (Z ﬁX(IFqn)Tn> : (2.1)

n
Exemple 2.1.1. Considérons P!, la droite projective définie sur F,. Pour tout n > 1, on a
fPY(Fyn) = ¢™ + 1.

21
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Ainsi, dans ce cas, la fonction zéta est donnée par :

Zp1 (T) = exp (Z(qn + 1)1;:> = exp <Z CZ:) exp <Z (qi)n> _ = T)?l )

n=1 n=1 n=1

11 est bien connu que Zx(T') est une fonction rationnelle de Q(T") (la rationalité de Zx (T)
vaut plus généralement pour tout schéma X défini sur Fy, comme I’ont montré Dwork dans [11]
et Grothendieck dans [19]). Plus précisément, on a le résultat suivant, aussi connu sous le nom
d’hypothese de Riemann pour les courbes sur les corps finis.

Théoréme 2.1.2 (Weil, 1948 1, [52]). Soit X une courbe lisse de genre g définie sur F,. Alors la
fonction zéta Zx(T') prend la forme :

P(T)

STy .
ot 2
P(T) = [](1 - wT) € Z[T]

est un polynéome de degré 2g dont les racines inverses w; € C sont des entiers algébriques de
module \/q.

De plus, la fonction zéta Zx(T) satisfait I’équation fonctionnelle

1 Zx(T)
Zx | = ) = ———=~.
qr ) (qT?)971
Remarque 2.1.3. 1. Le théoréme précédent montre en particulier que toutes les informations
sur la courbe contenues dans la fonction zéta sont aussi contenues dans le polynéme P(T).

2. Les w; sont deux a deux conjugués [46, Th. 5.1.15], et peuvent donc étre ordonnés de fagon
& ce que Wity = w;. Si pour tout ¢ =1,..., g on note :

Qi = Wi + Wy,

on a
I (1—wT) (1 -wT) I (qT? — o T +1)

Zx(T) = (1—-T)(1— qT) S (1-1)(1—qT)

(2.3)

Le théoréme 2.1.2 entraine le résultat suivant sur le nombre de points rationnels d’une courbe
lisse définie sur F,, :

1. La note originale de trois pages sur [’hypothése de Riemann pour une courbe sur un corps fini, présentée par
André Weil aux Comptes rendus de I’Académie des Sciences par 'intermédiaire d’Elie Cartan, est en vérité datée
de 1940, mais il manque & cette note la preuve d’'un lemme important, qui arrivera seulement 8 ans et 500 pages
plus tard.

Pour plus de détails, le lecteur curieux pourra trouver dans [25] une référence intéressante sur le contexte historique
et mathématique de la preuve par André Weil.
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Proposition 2.1.4. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur F,. On a :

29 9
ﬁX(Fq):q+l—Zwi:q+1—Zai. (2.4)
n=1 n=1

Démonstration. D’aprés la définition (2.1) de la fonction zéta, on pose :

dZx(T)

dT = ﬁX(Fq)~

T=0

D’autre part, en dérivant (2.2), on obtient :

29
dZx (T
P e PO =g 1=
ar  |,_, P
ce qui donne Pexpression voulue pour §X (F,). O

Remarque 2.1.5. Plus généralement, pour tout entier n > 1 on a [46, Cor. 5.1.16] :

2g
IX(Fgr) =" +1- ) wl. (2.5)
n=1
Une conséquence immédiate du théoréme 2.1.2 et de I'équation (2.4) est la borne de Weil?

pour le nombre de points rationnels d’une courbe lisse définie sur un corps fini :

Théoréme 2.1.6. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur Fy. On a

X (Fy) — (¢ + DI < 29V/4. (2.6)

Remarque 2.1.7. En réécrivant la borne (2.6) sous la forme :

X (Fy) — #P' (Fy)| < 2(gx — gp1) /4,

le théoréme 2.1.6 dit, d’une certaine fagon, que le nombre de points rationnels d’une courbe définie
sur IF, est « proche » du nombre de points rationnels de la droite projective sur le méme corps
fini.

Une amélioration significative de (2.6) lorsque ¢ n’est pas un carré a été donnée par Serre en
1983. Cette nouvelle borne, qui est d’autant meilleure que le genre est grand, est traditionnellement
appelée borne de Serre-Weil

Théoréme 2.1.8 (Serre, 1983, [41]). Soit X une courbe lisse de genre g définie sur F,. On a

[1X(Fq) — (¢ +1)| < g[2v/4q]. (2.7)

2. Dans la littérature la borne de Weil est parfois appelée borne de Hasse- Weil, car elle avait déja été démontrée
par Hasse dans les années 30, dans le cas des courbes elliptiques (voir [22] et [23]).
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Démonstration. On peut supposer g > 0. D’aprés (2.4), il suffit de montrer que

Pouri=1,...,g, on pose :

Les nombres ~; sont des entiers algébriques réels qui forment un ensemble stable sous l'action
de Gal(Q/Q) et tels que v; > 0 (puisque a; > —2,/q). Ainsi, [T/_; 7 > 0 est un entier. Si l'on
applique l'inégalité arithmético-géométrique :

il s’ensuit que

ou, autrement dit,

Pour 'autre inégalité, il suffit de remplacer a; par —a; dans la définition des ~;. O

Exemple 2.1.9. Pour g = 2 et ¢ = 23, la borne (2.6) donne |§X (IF,;) — 24| < 19, alors que (2.7)
donne |#X (F,) — 24| < 18.

Notations. Nous notons de facon usuelle

Ny(9)

le nombre maximum de points rationnels d'une courbe lisse de genre g définie sur F,.
Le corollaire suivant découle directement de la borne de Serre-Weil.

Corollaire 2.1.10. On a linégalité
No(9) < q+1+g2/4]. (2.8)

2.1.2 La borne de Ihara

Quand le genre g est suffisamment grand par rapport a ¢, on a une amélioration significative
de la borne de Serre-Weil, donnée par la borne de Ihara.

Théoréme 2.1.11 (Thara, 1981, [28]). On a

Ny(g) <q+1+ % (\/(8q +1)g° + (4¢* — 4q)g — g) : (2.9)
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Démonstration. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur F,. D’apres I'inégalité, évidente,
1X(Fq) < §X(Fg2),

remarquée et utilisée par Thara dans [28], les formules (2.5) et le fait que w;w; = ¢, on a :

p g
qul*ZOM, =X (Fy) <tX(Fg2) :q2+1+2qg*20‘?'

i=1 i=1

En appliquant la borne de Cauchy-Schwarz aux vecteurs (o,...,a4) et (1,...,1) dans RY,

g 2 g
(Z ai) <g Z oF
i=1 i=1

on obtient :

et donc

2

g g

1 1

EX(F) < +1+2q9—) of < q2+1+2qg—§ (Za> = q2+1+2qg—§(q+1—ﬁX(Fq))2~
i=1 i=1

Nous obtenons ainsi une inéquation de second degré en X (F,) :
(EX(Fy))* = (2(g +1) — 9#X (Fy) + (¢ +1)* = (¢* + 299 + 1)g < 0,

dont la résolution donne la borne voulue.

Remarque 2.1.12. La borne de Ihara est meilleure que la borne de Weil dés que

20q+1+29va) > (VBa+ D + (4 —4a)g — (9 - 20— 2)) ,

c’est-a-dire dés que

Valy/a—1)
2 9
ou, autrement dit, quand le genre est grand par rapport a la cardinalité du corps sur lequel la

g >

courbe est définie. Pour ¢ = 4, la borne de Ihara est déja meilleure lorsque g > 1.

Exemple 2.1.13. La borne de Weil nous dit que No(100) < 285 alors que la borne de Thara
donne N3(100) < 159.

Remarque 2.1.14. Pour g suffisamment grand par rapport a g, les bornes de Serre-Weil et Thara
sont améliorées par la borne d’Oesterlé® (voir [49]). Cette borne consiste en une optimisation de
la méthode des « formules explicites » & travers laquelle Serre, dans [41], obtient des minorations
du genre d’une courbe en fonction de son nombre de points rationnels.

3. Le résultat fut exposé par Oesterlé au séminaire 1982-1983 que dirigeait Serre au Collége de France, mais sa
démonstration n’a jamais été publiée. Néanmoins, on peut trouver des indications sur I’énoncé et la démonstration
du théoréme d’Oesterlé dans les notes manuscrites de F. Q. Gouvea d’un cours de Serre a Harvard en 1985 (voir
[42]).
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2.1.3 Le cas des petits genres

Pour g = 0,1, ou 2, la valeur de N,(g) est connue explicitement.
Dans le cas des courbes rationnelles, c’est-a-dire lorsque g = 0, le théoréme 2.1.6 montre
qu’une telle courbe a toujours g + 1 points rationnels :

Ny(0) = g+ 1.

Le cas ot g = 1, c’est-a-dire celui des courbes elliptiques, est moins trivial. Le résultat suivant
est connu depuis les travaux de Hasse et Deuring (voir par exemple [10]).

Théoréme 2.1.15. [50, Th. 4.1] Soit ¢ = p™ avec p premier. Alors

N,(1) = q+[2v/4] si p divise [2,/q), et sin >3,
S g+ 1+2yq  sinon.

Le cas g = 2 a été entiérement résolu par Serre. Pour cela, nous disons que ¢ = p” est spécial
si ¢ vérifie 'une des quatre conditions suivantes :

- q divise [2,/q];
- il existe un entier = tel que ¢ = 22 +1;
- il existe un entier x tel que ¢ =22 +z +1;

- il existe un entier z tel que ¢ = 2% 4+ = + 2.

Théoréme 2.1.16 (Serre, [40]). Siq est un carré et g # 4,9, alors
N,(2) = q+1+4yq.
De plus, on a Ng(2) = 10 et Ng(2) = 20. Si q n’est pas un carré, alors

q+1+2[2\/q] siq n'est pas spécial ;
Ny(2) =14 q+2[2/q] si q est spécial et 2,/q — [2,/q) > (V5 —1)/2;
q—1+2[2\/q], sinon.

Déterminer N,(g) devient tout de suite un probléme difficile pour g > 3. Pour g = 3 les
principales idées et techniques qui ont été développées pour traiter le probléme sont résumées
dans [35].

Pour un tableau sur la meilleure évaluation de Ny (g) lorsque ¢ est petit, on peut consulter le
site web www.manypoints.org [48].

2.1.4 Courbes lisses maximales

En vertu aussi des applications a la cryptographie et a la théorie des codes, les courbes avec
beaucoup de points rationnels ont suscité un intérét particulier de la part de la communauté
mathématique. En 1981, Goppa a montré, par exemple, qu’il est possible d’associer a une courbe
lisse sur un corps fini un code correcteur d’erreurs, et que les paramétres de ce code sont meilleurs
quand le nombre de points rationnels de la courbe est large (voir [17] et [18]).
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Ici nous rappelons le vocabulaire suivant.

Définition 2.1.17. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur F,. On dit que X est :

(i) optimale si

(ii) mazimale si
1X(Fq) = g+ 1+ g[2v/4q]-

Il faut remarquer que cette terminologie n’est pas universellement acceptée, et quelques auteurs
appellent courbe optimale ce que nous appelons, ici, courbe mazimale, et vice-versa.

Dans le cas des courbes maximales, la fonction zéta est explicite, comme énoncé dans la
proposition suivante.

Proposition 2.1.18. Soit X une courbe lisse mazimale de genre g définie surFq. Siwy,W1,...,wg, Wy
sont les racines inverses du numérateur de la fonction zéta Zx (T) de X, alors

a; = w; +w; = —[24/q],
pour 1 < i < g. En particulier on obtient

B (qT? + [2,/q]T + 1)9
=0

Démonstration. En reprenant 1’idée de la preuve de 'amélioration de Serre a la borne de Weil
(théoréme 2.1.8), I'inégalité arithmético-géométrique donne

g g 1/g
52([2\/§]+1+m) > <H([2\/§]+l+ai)> > 1.

=1 i=1

La maximalité de X entraine que la moyenne arithmétique est égale a la moyenne géométrique.

Ainsi, nous trouvons que a; = —[2,/q] pour tout 1 <i <g.
La forme de la fonction zéta découle, alors, directement de I’équation (2.3). O
Or, si q est un carré, I'hypothése de Riemann donne w; = —,/q pour tout < = 1,...,g. Par

conséquent, 'expression de la fonction zéta se simplifie et devient :

(14 /qT)>

) =T )

Deux problématiques, en particulier, se posent.
- Pour quels genres existe-t-il une courbe maximale 7
- Classifier les courbes maximales d'un genre donné.

Ces questions ont été largement étudiées dans le cas particulier ol ¢ est un carré. Ainsi, dans
la suite de cette section nous supposerons ¢ carré.
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La proposition suivante, prouvée dans la remarque 2.1.12, nous dit que, a g fixé, le spectre des
genres de courbes lisses maximales, c¢’est-a-dire I’ensemble des genres pour lesquels il existe une
courbe lisse maximale définie sur Fg, est fini.

Proposition 2.1.19 (Ihara, [28]). Soit X une courbe lisse mazimale de genre g définie sur F,.

On a
g< w. (2.10)

Riick et Stichtenoth ont montré dans [37] que g atteint la borne (2.10) si et seulement si X
est [P -isomorphe a la courbe Hermitienne

VIt L yVatl L1 = 0.

Nous listons d’autres résultats dans cette méme direction.

Théoréme 2.1.20 (Fuhrmann et Garcia, [13]). Soit X une courbe lisse mazimale de genre g
définie sur F,. Alors

(va-1?

1 valva-1 1). (2.11)

:|7 ou g = 9

w os]
L’inégalité (2.11) donne ce que l'on appelle le first gap dans le spectre des genres de courbes
maximales lisses définies sur F,. Pour ¢ impair, Fuhrmann, Garcia et Torres ont montré dans [12]
que
(vVa-1)
4
si et seulement si X est IFy-isomorphe au modéle non singulier de la courbe plane d’équation affine

g:

y\/a_|_y:1j\/§2+l

Pour ¢ pair, Abdén et Torres ont établi un résultat similaire dans [1], sous la condition d ?existence
d 7un point de Weierstrass d 7un type particulier. Dans ce cas,

Valva—2)

9= 4

si et seulement si X est IFy-isomorphe au modéle non singulier de la courbe plane d’équation affine

yﬁ/2++y2+y:x(ﬁ+l)

Une ameélioration de (2.11) a été donnée par Korchmaros et Torres dans [29] :

Théoréme 2.1.21 (Korchméros et Torres, [29]). Soit X une courbe lisse mazimale de genre g
définie sur F,. Alors

q—\/?1+4} (va—1)?
6

i M (2.12)

ou gg[ , ou g:[
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Ainsi, le deuxiéme saut (second gap) dans le spectre des genres de courbes lisses maximales
définies sur F, est aussi connu. Dans le méme article, les auteurs fournissent également des

modéles maximaux définis sur F; de genre {‘FT\/M} .
2.2 Le cas singulier

Dans le cas des courbes singuliéres, il existe notamment un analogue de la borne de Serre-Weil
pour estimer le nombre de points rationnels. Nous verrons que cela découle du lien étroit entre

une courbe singuliére et sa normalisée, en particulier en termes de leurs fonctions zéta.

Les résultats rappelés par la suite sont contenus dans [6].

2.2.1 La fonction zéta d’une courbe singuliére

Soient X une courbe (non nécessairement lisse) définie sur F,, X la courbe normalisée de X
et v: X — X une application de normalisation.

Théoréme 2.2.1. Soit Sing(X) lensemble (fini) des points singuliers de X . Alors

Px(T)
Zx(T) = —7r—"——
D= aonu -y
ol deg P
[re, 1)1~ T%57)
Py(T) = Pg(1) ] < - (_)TdegQ (2.13)
QeSing X
et P; est le numérateur de la fonction zéta Z 5 de X.
Démonstration. Considérons le rapport des fonctions zéta Zx et Z3 :
Zx(T S ™
D) _ e (—Z(umqn) —uxmqn))) . (2.14)
X(T) n=1 "

Soit @ € Sing(X). Notons ag(n) le nombre de points dans la fibre de @ via v qui sont
rationnels sur Fgn. Soit d,,),, la fonction qui vaut 1 si m divise n, et 0 sinon.

D’aprés la proposition 1.3.8, un point non singulier de X et son antécédent dans X ont méme
degré, le membre de droite de I’équation (2.14) se réduit donc a un produit sur les points singuliers
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de X. Par conséquent,

Z(QQ( ) degQ)&leanT)

QeSing X m=1 mdegQ
00 %)
Tm deg Q Tdeg Q
= H exp | — E ag(mdeg @) + E
: mdeg Q
QeSing X m=1 m=1

- 11 exp< 3" (aq(mdeg Q) - deg@w)

m deg Q
72;.:; 1 aQ(mdegQ) 77;LdegQ)

- H 1 — TdegQ

QESing X
Or
aQ(m deg Q) = Z deg Padeg P|lmdeg Q>
Pev—1(Q)
donc
m deg Q
ZX (T) HPEu—l(Q) exp <_ Zm 1 deg Pédeg Plmdeg Q mdegQ)
- = _ de,
ZX(T) QESing X 1 —Tdee
co idegP
_ H HPEV—l(Q) exp (‘ =11 )
- _ deg Q
QESing X 1 — T
_ o DremgU -0
1 —TdegQ
Q€ESing X
et le théoréme est prouvé. O

Exemple 2.2.2. Le théoréme 2.2.1 permet de déterminer aisément les fonctions zéta des courbes
traitées dans les exemples du premier chapitre (voir la sous-section 1.6). En effet, si 'application
de normalisation est explicite pour une courbe, il est alors simple de trouver la partie cyclotomique
de le fonction zéta associée & cette courbe. Dans ce cas, il suffit donc de connaitre la fonction zéta
de la courbe normalisée pour déterminer la fonction zéta de la courbe en question.

1. Soit C; la cléture projective de la courbe C; : y? = 23 + 22, & savoir
Ci:Y?Z-X*-X?*Z=0.

Le point & l'infini (0 : 1 : 0) n’est pas un point singulier pour Cy, ainsi Py est la normalisée
de C;. La fibre de (0: 0 : 1), via la normalisation

|28 P! — Cl

(s:1) —> (t(s2—12): (s2 —2)s: 13), (2.15)
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est constituée par deux points rationnels, P = (1:1) et P, = (—1:1) d’ou :

(1-T7)> 1-T
1-T  1—4qT’

Zg,(T) = Zin (T)

2. La cléture projective Co de Cy : 4% = 2% est donnée par
Cy:Y?Z-X3=0.

La encore le point a Pinfini (0 : 1: 0) n’est pas un point singulier pour Cq, ainsi P est la
normalisée de Cs. La fibre de (0: 0 : 1) via la normalisation

v P! — Cs
2.16
(s:t) +— (s%t:s%:13) (2.16)

est constituée par le point rationnel P = (0: 1) d’ou :

1-T 1
Ze,(T) = Zn(T)y—% = 1—q)(1—-T)

Donc Cy et P! ont la méme fonction zéta, et, par conséquent, le méme nombre de points
rationnels sur les différentes extensions de IF,.

Remarque 2.2.3. La fonction zéta d’une courbe, éventuellement singuliére, est ainsi donnée par
le produit de la fonction zéta de sa normalisée par un produit explicite de polynémes cyclotomiques.
Plus précisément, si X est une courbe de genre géométrique g et genre arithmétique 7, alors

Px(T)

STy

ou le numérateur Px (T') € Z[T] est le produit d’un polynome de degré 2¢g (le numérateur de la
fonction zéta de sa courbe normalisée) par un polyndme de degré

Ax = ﬁX(Fq) - ﬁX(Fq)a
dont toutes les racines sont des racines de I'unité. Notons que la quantité Ax est bien définie,
puisque I'ensemble des points singuliers de X est fini, et la fibre de chacun de ces points aussi.

Siwi,...,wsy sont les racines inverses de Py et 31,...,8a les racines inverses de la partie
cyclotomique de Px alors on a :

29 Ax
Pe(r) =T - o) [0 - 7). (217)

Il est clair que pour pouvoir arriver & un analogue de la borne de Serre-Weil, il faut trouver
une estimation de Ax, ce que nous développerons par la suite.
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2.2.2 La borne d’Aubry-Perret

Soit @ € X(F,). Notons ag(00) le nombre de points dans la fibre de @ et rationnels sur F,, :

ag(x) :={Pe X(F,): Pcv (Q)}.

On a le lemme suivant :

Lemme 2.2.4. Soit Q € X(F,). Alors
ag(o0) —1 < dg.

Démonstration. Soient Pp, ..., Py, (o) les points de X(Fq) qui sont dans la fibre de @ via la
normalisation v. Soit Og C Fy(X) = Fy(X) xp, F, Panneau local de X xp, Fq en Q et Og sa
cloture intégrale dans le corps des fonctions F,(X). On a

@: ﬂ Op,

1<i<ag(o0)

et
5@ = dim?q @/OQ

Soit ¢ I'application linéaire de Fq—espaces vectoriels

d): OQ N anQ(OO)
= (f(P))icicag(co)

Montrons que ¢ est surjective. Soit (71, ...,Tqq(s0)) € anQ(OO) et fi = x; € Fy C Fy(X) pour
1 <i < ag(o0). D’aprés le théoréme d’approximation faible [46, Th. 1.3.1], il existe une fonction
g € Fy(X) telle que vp, (g — f;) > 1 pour 1 < i < ag(oc), ou, autrement dit, telle que :

g(P;) = fi(P;) = z;, pour tout 1 <14 < ag(o0).
Donc ¢(g) = (@1, -+, Tag(oc))- De plus, g est réguliere en P; pour 1 <i < ag(oc), et ainsi

g e ﬂ Opi:%.

1<i<ag(o0)

Comme f(Py) = -+ = f(Pag(o0)) POUr f € Ogq, nous avons que ¢(Og) est contenu dans un

espace vectoriel L C anQ(oo)

de dimension 1. Ainsi, ’application linéaire
6:0q/0q = F,"*™/L

est surjective, et le lemme est prouvé. O

Nous pouvons utiliser le lemme 2.2.4 pour borner Ax = #X(F,) — X (F,).
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Proposition 2.2.5. Soit X une courbe définie sur Fy de genre géométrique g et de genre

arithmétique m, alors
Ax = ﬁX(Fq) - ﬁX(]Fq) <mT—yg.

Démonstration. On a d’aprés le lemme 2.2.4 :

Ax —tXF)-:XF)= Y (agle)-D< Y dg—n—g.
QeSing X (F,) QeSing X (F,)

Ainsi la quantité Ax est bornée par le degré de singularité § = 7 — g de X.
On obtient directement de la proposition précédente et de 'équation (2.17) un analogue de la
borne de Serre-Weil pour les courbes singuliéres, que I'on appellera borne d’Aubry-Perret.

Corollaire 2.2.6 (Borne d’Aubry-Perret). Soit X une courbe définie sur Fy de genre géométrique
g et de genre arithmétique . Soient wy,...,way les racines inverses de Pg (le numérateur de
la fonction zéta de X) et B1,...,B8ay les racines inverses de la partie cyclotomique de Px (le
numérateur de la fonction zéta de X ). Alors, pour tout n > 1, on a

2g Ax
EX(Fgr)=q"+1-> wl=> B (2.18)
i=1 j=1
En particulier, on a
[tX (Fq) — (¢ +1)| < g[2v/q] + Ax < gl2/q] + 7 — g < 7[2\/q]. (2.19)

Remarque 2.2.7. A l'aide de la proposition 1.3.8, on se convainc facilement que
mX(Fq) - ﬂX(Fq” < ﬁX(Fq) - ﬂX(Fq)v

d’ou )
|ﬁX(Fq) - ﬁX(Fq)l <m—g. (2.20)

Ainsi, la borne d’Aubry-Perret peut aussi étre obtenue de la fagon suivante. On considére :

T—g2= |ﬁX<]Fq) — 1 X(Fy)| = |ﬂX(Fq> —(g+1) = (#X(Fy) — (¢ +1))]
> [#X (Fy) — (¢ + 1| — [1X (Fy) — (¢ + 1),

et on applique la borne de Serre-Weil (2.7).

Remarque 2.2.8. L’équation (2.18) implique aussi que, si X est la normalisée de X, alors

X (Fgn) — 4 X (Fn) = =) B (2.21)

Jj=1




34 2.2. LE CAS SINGULIER

2.2.3 La quantité N,(g, )

La borne d’Aubry-Perret nous dit que le nombre de points rationnels d’une courbe singuliére
est borné par une quantité dépendant de ses genres géométrique et arithmétique, ansi que de la
cardinalité de son corps de définition. Il est donc naturel d’introduire un analogue de la quantité
N,y(g) dans le cas des courbes singuliéres :

Définition 2.2.9. Soient g et m deux entiers positifs tels que m > ¢ et ¢ une puissance d’un
nombre premier. On définit

NQ(gvﬂ-)

comme le nombre maximum de points rationnels d’une courbe définie sur I, de genre géométrique
g et de genre arithmétique 7.

Remarque 2.2.10. Puisque g = 7 si et seulement si la courbe est lisse (voir remarque 1.5.5),

nous avons immédiatement
Ny(g,9) = Ng(g)-

Il existe une borne supérieure évidente pour Ny(g, ), donnée par la borne d’Aubry-Perret :
Ng(g,m) < q+1+g[2v/q +7—g. (4)

On peut raffiner la borne (A). En effet, si X est une courbe définie sur F; de genre géométrique g
et genre arithmétique m, on a, d’apreés (2.20) :

ﬁX(Fq) SﬁX(Fq)+7r_g§Nq(9)+7T_g7

d’ou
Ny(g,m) < No(g) + 7 —g. (B)
Il est clair que la borne (B) implique la borne (A).

Ainsi, afin de déterminer N4 (g, ), nous essayerons dans les chapitres qui viennent de répondre

a la question suivante :

Pour quelles valeurs de q, g et w les bornes (A) et (B) sont-elles atteintes ¢




Chapitre 3

Une construction de courbes

singuliéres

Dans le Chapitre 2 nous avons introduit la quantité N,(g, ) : on rappelle qu’elle est définie
comme le nombre maximum de points rationnels d’une courbe définie sur IF;, de genre géométrique
g et genre arithmétique 7. Ainsi, le probléme de déterminer N, (g, 7) améne & construire des
courbes singuliéres de genres et corps de base fixés, ayant « beaucoup » de points rationnels.

La nécessité d’obtenir des courbes d’invariants donnés nous invite & adopter un point de vue
inverse par rapport au procédé de désingularisation' qui normalement entre en jeu lorsque ’on
travaille avec des courbes singuliéres : nous partirons donc d’une courbe lisse X pour construire
une courbe & singularités X', de sorte que X soit la normalisée de X’. De plus, afin d’atteindre
nos objectifs sur le nombre de points rationnels et le degré de singularité de la courbe, nous
imposerons que les singularités « construites » soient rationnelles sur le corps de base, et du degré
de singularité voulu.

La construction présentée dans ce chapitre se base sur les idées développées par Rosenlicht
dans [36] et reprises par Serre dans [39, Chap. IV].

Les résultats de ce chapitre apparaissent dans Uarticle [3].

3.1 Courbes a singularités prescrites

Le résultat suivant servira de point de départ pour la construction qui sera présentée dans
la section 3.2. Il montre que dans n’importe quelle classe birationnelle de courbes, il existe une
courbe avec un ensemble de singularités prescrites.

Théoréme 3.1.1. [36, Th. 5] Soit K un corps de fonctions algébriques & une variable sur le corps
de base k, ou k est un corps commutatif quelconque. Si l’on se donne un nombre fini d’anneaux

locaux dans K, deuzx & deux sans place en commun (c’est & dire deuz & deux non contenus dans un

1. Le probléme de désingularisation ou de résolution des singularités d’une variété X consiste, lorsque cela est
possible, & trouver une variété non singuliére X et une application birationnelle propre de X vers X. Dans le cas
des courbes, cela revient & déterminer la courbe normalisée de X.

35
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meéme anneau de valuation discréte de K ), alors il existe un modeéle projectif de K/k qui contient
les points ayant les anneaux locaux fixés, et qui est non singulier ailleurs.

Nous utiliserons ce résultat pour montrer ’existence de courbes singuliéres de genres géomé-
trique et arithmétique donnés, ayant un grand nombre de points rationnels. Ainsi, dans un premier
temps, nous devons comprendre comment choisir un anneau local dans un corps de fonctions, de

telle sorte que le point qui lui est associé soit rationnel et avec un degré de singularité explicite.

On remarque que, en vertu de ’équivalence de catégories entre les corps de fonctions a une
variable et les courbes lisses, le fait de se fixer un corps de fonctions & une variable K sur k,
correspond & considérer une courbe lisse X définie sur k. Dans le méme esprit, faire des opérations
sur les anneaux locaux dans K équivaut & faire des opérations sur les points de X.

Grossiérement, nous allons montrer qu’a partir d’un nombre fini de points de X (i.e. d’anneaux
de valuation discréte de K) il est possible de « construire » un point (i.e. un anneau local de K)
singulier rationnel pour lequel on peut contréler le degré de singularité.

Soit k = F,. Soient X une courbe lisse définie sur F, de corps de fonctions K = F (X) et
S ={P,...,Ps} un ensemble fini non vide de points fermés de X. Considérons le sous-anneau
O C F,(X) défini par :

L’anneau O est une intersection finie d’anneaux de valuation discréte, et donc est un anneau
semi-local. Ses idéaux maximaux sont précisément les idéaux donnés par N; := Mp, N O pour
i=1,...,s et les corps Op, /Mp, et O/N; sont isomorphes. En outre, O est un anneau principal
[46, Prop. 3.2.10].

Soient nq,...,ns des entiers strictement positifs et
N =N N
Considérons le sous-anneau O’ C O défini par :
O =F,+N. (3.1)

On remarque que, par définition, une fonction dans O’ prend les mémes valeurs en les points
Py,..., P,

Nous pouvons illustrer les inclusions précédentes a ’aide du diagramme qui suit :
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Op,

O/

Proposition 3.1.2. L’anneau O’ vérifie les propriétés suivantes :

1.
2.
3.

Frac(O0') =F4(X).
O est la cloture intégrale de O' (dans Fq(X)).

O’ est un anneau local d’idéal mazimal N et de corps résiduel O'/JN = F,. De plus N
est le conducteur de Uextension O /O’ et, par définition, il contient les fonctions de O’ qui

s’annulent en les points Py, ..., Ps.

O/O" est un Fy-espace vectoriel tel que

dimp, (0/0") = Zm deg P, — 1.

=1

Démonstration. 1. On sait, d’aprés [46, Prop. 3.2.5], que Frac(O) = F,(X). Il suffit donc de

montrer que O C Frac(O’). Puisque O est un anneau principal, il existe t € O tel que
N = tO. Soit donc z € O. Nous avons z = 2 de sorte que z € Frac(O’).

tx ?

La cloture intégrale O’ de O est donnée par I'intersection des anneaux de valuation (discréte)
de Fy(X) qui contiennent O’. Donc O’ C (N;_, Op, = O. Par conséquent, il suffit de montrer
qu’il n’existe pas d’autres anneaux de valuation contenant O'.

Soit Op un anneau de valuation discréte de F,(X) différent de Op,,...,Op, et soient
vp,vp,,...,Vp, leurs valuations correspondantes. D’aprés le théoréme d’approximation forte
[46, Prop. 1.6.5], il existe un élément x € Fy(X) tel que vp(z) = —1 et vp,(x) = n; pour
tout ¢ = 1,...,s. Cela entraine que x € N C O et x ¢ Op. On peut donc conclure que
0 =0.

On prouve d’abord que N est un idéal maximal de @’. On a
O'\N={a+n:acF;etneN}.

Si N n’était pas maximal, par le lemme de Zorn il existerait un idéal maximal N tel que
N CN'C O |2, Cor. 1.4]. Soit z # 0 un élément de (O’ \ N)NN’. Alors x = a + n, avec
a€FyetneN. Ainsia=x—neN et N =0, ce qui est contradictoire.

Montrons maintenant que N est I'unique idéal maximal de O’. S’il existait un autre idéal
maximal dans O’, d’apres le théoréme du Going Up [2, Th. 5.10], il serait la restriction
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d’un idéal maximal de O. Or, pour tout i =1,...,s, on a N/ C (N; N O’) et, puisque N est
un idéal maximal de O, on obtient N = A; N O’. On en conclut que A est I'unique idéal
maximal de O, et O’ est ainsi un anneau local. Il est évident que O’ /N = F,.

De plus, puisque N est & la fois un idéal de O et un idéal maximal de @', il est le conducteur
de l'extension O/0O'.

4. En procédant de la méme maniére que dans la remarque 1.4.3, d’aprés le troisiéme théoréme

d’isomorphisme des modules on a :

O/N
O' N~

0/0" =

En outre :

1%

> ni
[
i

B o ([ Op
ON = F W E(Mp.

est un isomorphisme de [Fy-espaces vectoriels. Ainsi

dim]Fq O/N = an deg Pi7

=1

et donc .
dimg, 0/0' = dimg, O/N — dimg, O'/N = "n;deg P, — 1.
i=1

O

Les opérations sur les anneaux de valuation discréte contenus dans Fy(X) correspondent a
des opérations sur les points de X : grossiérement, le fait de « pincer » ensemble les anneaux
de valuation discréte Op,,...,Op, dans ’anneau local O correspond & « pincer » ensemble les
points non singuliers Py, ..., P; dans un point singulier rationnel. De cette fagon, en partant d’une
courbe lisse X, nous définissons une courbe « pincée » X’ qui est biréguliérement équivalente a X
sauf en les points P, ..., Ps, et pour laquelle les points non singuliers Py, ..., P sont « remplacés »
par un point singulier rationnel @ d’un degré de singularité explicite.

Pour s = 2, on pourrait visualiser cette correspondance de la fagon suivante :

(X) P

\0p2 /2\—/0/
~

) Q

-
N




CHAPITRE 3. UNE CONSTRUCTION DE COURBES SINGULIERES 39

Formellement :
Théoréme 3.1.3. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur Fy et soient Py,...,Ps des
points de X. Soient ny,...,ns des entiers strictement positifs. Considérons I’anneau local O’

défini comme dans (5.1).

Alors il existe une courbe X' définie sur Fy ayant X pour normalisée, et dont l'unique point
singulier Qo a pour anneau local associé O'. De plus, Qo est un point rationnel de degré de
singularité Y ;_ n;deg P, — 1 et X' est de genre arithmétique g+ >._; n;deg P; — 1.

Démonstration. L’existence de la courbe X’ découle du théoréme 3.1.1, mais 'approche de Serre
dans [39, Chap. IV] permettra de mieux comprendre sa construction.

Soit S = {P,...,Ps}. Considérons sur X la relation d’équivalence ~ définie comme suit.
Soient P, € X, on pose

Pr~Q<=PcSetQelS, ouP=Q.
On définit X’ comme 'ensemble quotient X/ ~. On a donc une projection canonique
p: X — X',

Pour Qo = p(S), on définit O = O". 5i Q € X'\ {Qo} et Q@ = p(P), on pose O, := Op.
Alors, pour @ € X', les Og, forment un sous-faisceau du faisceau des fonctions de X’ sur Fy, que
I’on notera Ox-.

D’aprés [39, Prop. 2 Chap. IV] le faisceau Ox munit 'ensemble X’ d’une structure de courbe
algébrique définie sur F,, ayant X pour normalisée, et {Q} comme ensemble de points singuliers.
Ainsi, le genre géométrique de X’ est égal a g. La rationalité de @Qg, son degré de singularité
et le genre arithmétique de X’ découlent de la proposition 3.1.2 et de la définition du genre
arithmétique. O

Remarque 3.1.4. 1. Nous remarquons que, par construction, la courbe X’ a un nombre de

points rationnels donné par
t1X'(Fy) = tX(F,) — #{Pi,i = 1,...,s tels que P; est rationnel sur F,} + 1.

Ainsi, si aucun des points P; de départ n’est rationnel, la courbe X’ aura un point rationnel
supplémentaire par rapport & X. Néanmoins, au cours de la construction, on augmente
également le degré de singularité et par conséquent le genre arithmétique de la courbe.

2. Une simple conséquence du théoréme 3.1.3 est que pour tout couple d’entiers positifs (g, 7)
tels que g <, il existe une courbe de genre géométrique g et genre arithmétique w. Pour
cela, il suffit de partir d’une courbe lisse de genre g ayant au moins un point rationnel P et
de poser O’ :=TF, + /\/lj{,_g“7 oll M p est 'idéal maximal de Op.

3. Dans le théoréme 3.1.3 nous nous limitons & la construction d’une courbe avec une seule
singularité, mais rien ne nous empéche de construire plusieurs singularités en méme temps,
en se donnant un nombre fini d’anneaux locaux dans F,(X), deux & deux sans places en
commun. On peut alors aisément modifier la preuve du théoréme, en définissant la bonne
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relation d’équivalence sur les points de X, et en associant les bons anneaux locaux aux
différentes classes d’équivalences de points rationnels.

Ainsi le théoréme entraine aussi que, sans restriction imposée sur le genre arithmétique, on

peut construire des courbes singuliéres ayant un nombre arbitrairement grand de points.

4. L’inconvénient de cette construction, qui résulte du fait de travailler dans un corps de
fonctions, est qu’il n’est a priori pas si simple de déterminer la dimension minimale de
lespace projectif dans lequel la courbe X’ est plongée.

Cette dimension n’est pas en général la méme que celle de X. Par exemple, si nous partons
de la droite projective X = P! définie sur F,, nous pouvons construire une courbe X’ avec
g + 2 points rationnels et qui donc ne se plonge pas dans P*.

D’autre part, si X est une courbe lisse plongée dans un espace projectif P”, alors une autre
obstruction au plongement d’une pincée X’ de X dans P™ est la dimension de 'espace

tangent en un point singulier.

Le cas particulier de la proposition 3.1.2 dans lequel S est le singleton {P} sera crucial dans
la section suivante :

Corollaire 3.1.5. Soit X une courbe lisse de corps de fonctions Fq(X) et P un point de X.

Considérons Op, Uanneau local de X en P, d’idéal mazximal M p. Alors l'anneau
O :=F,+ Mp (3.2)

est un anneau local contenu dans Op, d’idéal mazimal Mp, et tel que [0’/ Mp : Fy] = 1. En outre,
Op est la cloture intégrale de O' et Op /O’ est un F,-espace vectoriel de dimension deg P — 1.

Remarque 3.1.6. Nous remarquons que "anneau (', défini comme dans le corollaire 3.1.5, est
le plus grand (pour l'inclusion) anneau local contenu dans Op tel que [O'/Mp : F,] = 1. En effet,
soit @” un anneau local contenu dans Op, d’idéal maximal M” et tel que [0”/M" :F,] = 1.

Puisque O”/M"” = F,, tout élément = dans O” est de la forme x = a + m, avec a € F, et
m e M"”. Ainsi 0" =F, + M". Or, M" = MpNO" C Mp et par conséquent 0" C 0.

Remarque 3.1.7. Lorsque 'on part d’un ensemble constitué d’un seul point fermé, ce qui est
le cas du corollaire 3.1.5, le « pincement » effectué sur X devient « visible » si I'on regarde la
situation dans X Xp, Fq. Nous illustrerons cela par le dessin suivant, dans lequel on suppose que

le point P est de degré d et que P = {Py,..., Py} avec P, € X(F,) :
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/MX )
Opl .. /Opd
mi:L..A,d Op, IFq(X)
/ ﬁ]Fq(X)/
Fg+MN - N Op
|0Fq(/

3.2 Nombre de points rationnels versus genre arithmétique

Nous allons utiliser le théoréme 3.1.3 pour étudier la quantité Ny (g, 7). L’idée est de partir
d’une courbe lisse X pour construire une courbe X’ de genre géométrique g et genre arithmétique
7, dont X est la normalisée, en maximisant le nombre de points rationnels de X’. Il est clair que
X doit étre choisie parmi les courbes lisses de genre g. De plus, puisque chaque rajout d’un point
rationnel implique une augmentation du genre arithmétique, le choix des points de X & « pincer »
devra étre fait pour que cette augmentation soit minimale.

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.2.1. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur F,. Soit m un entier de la forme
T=g+as+2a3+3a4+ -+ (n—1)ay,

avec 0 < a; < B;(X), ou B;(X) désigne le nombre de points fermés de degré i de la courbe X .
Alors il existe une courbe X' définie sur F, de genre arithmétique 7, ayant X pour normalisée, et
telle que

tX'(Fy) = X (Fy) +az+as +as+ -+ an. (3.3)

Démonstration. Pour tout ¢ € {2,...,n}, considérons a; points fermés de degré ¢ de X :
Pl(i), PQ(i)7 . ,Péf). Ainsi nous obtenons un sous-ensemble S = {PJ@7 2<i<n, 1<j<a;}de
cardinalité |S| = as + a3+ -+ + a,.

Pout tout P € S on pose Op :=F, + Mp. D’aprés le corollaire 3.1.5, nous avons que O est
un anneau local d’idéal maximal Mp et [Op/Mp : Fy] = 1. De plus, Op est la cloture intégrale
de Op et Op /O’ est un Fy-espace vectoriel de dimension deg P — 1.

Par le théoréme 3.1.3, il existe une courbe X’ définie sur F,, ayant X pour courbe normalisée,
et telle que :

tX'(Fy) = X (Fy) +az+as +as+ - + an.
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En outre :
=g+ ZdiquOp/(’)ﬁg =g+ Z Z (deng(i) —1)=g+ Z Z (1 —1),
PesS 2<i<n 1<j<a; 2<i<n 1<j<a;
et donc :

T=g+ Z (i — 1a,.

2<i<n

O

Remarque 3.2.2. En d’autres termes, le théoréme 3.2.1 montre qu’il est possible de « trans-
former » un point de degré d d’une courbe lisse en un point singulier rationnel, & condition

d’augmenter la valeur du genre arithmétique de d — 1.

Remarque 3.2.3. La construction décrite dans la preuve du théoréme 3.2.1 est « optimale »,
dans le sens qu’en faisant les bons choix sur ’ensemble S de points de X, elle permet de trouver,
parmi les courbes de normalisée X, celles qui maximisent le nombre de points rationnels par
rapport & leur genre arithmétique. Plus précisement, si Y7 est une courbe définie sur F, de
genre géométrique g, genre arithmétique m et avec N points rationnels et si Y est sa normalisée,
alors il existe une courbe Y5 construite comme dans la démonstration du théoréme 3.2.1 de
genre arithmétique n’ < 7, avec N’ > N points rationnels et dont la normalisée est Y. En effet
d’aprés la remarque 3.1.6, puisque O)% est le plus grand anneau local contenu dans Op tel que
[Op/Mp :F,] =1, on a que tout point de S est « remplacé » par un point singulier rationnel
dont le degré de singularité est le plus petit possible.

En réécrivant I’équation (3.3) sous la forme :
B1X'(F,) =tX(F,))+m—g— (as+2a4 + -+ (n — 2)a,),

on s’apergoit que les points de degré 2 d’une courbe lisse jouent un role clé pour I'étude de la
quantité Ny(g,7), car ce sont les seuls qui permettent d’augmenter le nombre de points rationnels
d’autant que le degré de singularité. On a aussi 'impression que pour obtenir une courbe avec
un grand nombre de points rationnels et de petit genre arithmétique, il vaut mieux partir d’une
courbe lisse X ayant déja beaucoup de points rationnels.

Nous développerons ces idées formellement dans le chapitre suivant.

Nous terminons ce chapitre en montrant que le théoréme 3.1.3 permet de donner une borne
inférieure pour la quantité Ny(g, 7).

Proposition 3.2.4. Soient q une puissance d’un nombre premier, g et ™ deux entiers positifs
tels que ™ > g. Alors on a :
Nq(g,m) = Nq(9)-

Démonstration. Soit X une courbe lisse de genre g définie sur F, avec N,(g) points rationnels,
et soit P un point rationnel de X. Considérons ’anneau local

O = Fq =+ (./\/lp)ﬂ'igle.




CHAPITRE 3. UNE CONSTRUCTION DE COURBES SINGULIERES 43

D’aprés le théoréme 3.1.3, il existe une courbe X’ définie sur F,, ayant X pour normalisée, et
possédant un point singulier rationnel @ d’anneau local O’. Ainsi $X (F,) = X' (F,) = N,(g9)
et X’ est de genre géométrique g et de genre arithmétique donné par g+7—g+1—1=7. 11
s’ensuit que Ny(g,m) > Ny(g). O
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Chapitre 4

Courbes optimales, J-optimales et

maximales

Le Chapitre 2 se terminait sur les bornes supérieures suivantes pour Ny (g, ) :

Ny(g,7) < q+1+g2yq+7—y, (4)

Ny(g,7) < No(g) +7 —g. (B)
et laissait en suspens la question :
Pour quelles valeurs de q, g et w les bornes (A) et (B) sont-elles atteintes ?

Or, on se rend facilement compte que, si la borne (B) est atteinte, alors la borne (A) est atteinte
si et seulement si Ny(g) = ¢+ 1+ g[2,/q], ou, autrement dit, s’il existe une courbe lisse maximale
de genre g définie sur ;. Ainsi, dans un premier temps nous porterons notre attention sur
les conditions d’existence de courbes atteignant la borne (B), et que nous appellerons courbes
d-optimales. Les résultats obtenus permettront ainsi d’étudier les propriétés des courbes qui
atteignent (A) et qui seront dites courbes mazimales.

Les résultats de ce chapitre sont contenus dans les articles [3] et [4].

4.1 Deéfinitions

Il est naturel d’introduire le vocabulaire suivant :

Définition 4.1.1. Soit X une courbe définie sur F, de genre géométrique g et de genre arithmé-
tique . On dit que X est une

(i) courbe optimale si
1X(Fq) = No(g,7) ;

(ii) courbe §-optimale si
1X(Fq) = No(9) +7—g;

45
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(iil) courbe mazimale si
1X(F) =q+1+g[2y/g]+7—g.

En particulier nous retrouvons les définitions usuelles de courbe optimale et maximale lorsque
X est lisse (voir la sous-section 2.1.4 pour les rappels).

Il est aussi évident qu'une courbe maximale est d-optimale, et qu’une courbe d-optimale est
optimale. Ainsi, nous avons les inclusions d’ensembles suivantes :

Optimales

d-optimales

Remarque 4.1.2. Le choix du terme « courbe d-optimale » se justifie par le fait qu'une courbe 6-
optimale de genre géométrique g et genre arithmétique 7 posséde autant de points supplémentaires
que son degré de singularité 6 = m — g par rapport & une courbe optimale lisse de genre g.

4.1.1 La courbe maximale de Fukasawa, Homma et Kim

Un exemple non trivial de courbe singuliére maximale a été donné en 2011 par Fukasawa,
Homma et Kim dans [14]. Nous reproduisons leur exemple ci-dessous.
Considérons la courbe plane B définie comme 'image de I’application

v: P! — P?
(s:t) w (89T .9t + st tatl),

L’application v est birationnelle, de degré ¢+ 1 et définie sur FF,. Il en découle que B est une courbe
plane rationnelle, de degré ¢ + 1 et définie sur F,. En particulier, B a pour courbe normalisée la
droite projective P!, et ses genres géométrique et arithmétique sont donnés respectivement par
g=0etm=q(qg—1)/2.

On rappelle quelques propriétés intéressantes de B (pour la preuve voir [14, Th. 2.2]).

1. Pour tout point singulier @ de B on a v~ 1(Q) = {P,P?}, ou P € P (F,2) \ P*(F,) et ¢
est 'automorphisme de Frobenius. Réciproquement, si P € P*(F,2) \ P*(F,) alors v(P) est
singulier pour X. Autrement dit, Q € Sing(X) si et seulement si v~1(Q) est un point de
degré de 2. Ainsi la courbe B a ¢(¢ — 1)/2 points singuliers :

P (Fee) — P (Fy) _ ¢*+1-(¢—-1) ¢*—gq

i Sing(B) = Ba2(Py) = 5 5 5

2. Tout point singulier de B est de degré de singularité 1, car le degré de singularité de B est
égal au nombre de points singuliers.
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3. Tous les points singuliers de B sont rationnels sur F, : Sing(B) C B(F,).

4. Puisque I'image de tout point rationnel de P! reste non singuliére et rationnelle dans B, le
nombre de points rationnels sur F, de B est donné par §P!(F,) + £ Sing(B) :

2
(B(F,) =g+ 1+ 1.

Il s’ensuit que la courbe B réalise la borne d’Aubry-Perret, ainsi les bornes (A) et (B) sont
atteintes pour g =0et 7 =q(¢—1)/2:

2

2
g —4q qa —4q
Ny |0, —— | = 1 .

On peut calculer explicitement la fonction zéta de B. D’aprés I'équation (2.13), elle est donnée
par :

(1+7)°%"

(1-T)(1—-qT)

De plus, puisque P! est bireguliérement équivalente a B en dehors de I'ensemble P! (F 2 )\P! (F,),
on obtient que B n’a pas de points de degré 2. Ainsi, la courbe B a été obtenue en « pingant »
tous les points de degré 2 de la droite projective (sa normalisée) en des « nouveaux » points
rationnels. On retrouve, donc, que les points de degré 2 jouent un role important dans 'existence
de courbes qui atteignent la borne d’Aubry-Perret.

Nous verrons dans la section suivante comment la plupart des propriétés de B, listées ci-dessus,
sont vérifiées plus généralement pour une courbe d-optimale quelconque.

Remarque 4.1.3. La courbe B étant plane, il est possible de déterminer simplement son équation
affine, a partir de la paramétrisation

v: Al — A?
t o= (T4t

En effet, une équation est donnée par R(X,Y) =0, o R € F,[X,Y] est un polynéme non nul
qui est le résultant des deux polynomes en t : X — 9+l et Y — (19 + ).

Selon la valeur de ¢, on obtient ainsi différentes équations affines de B. Nous en listons quelques

unes :

g=2 — Y34+ X2+ XY+ X

=22 - Y+ X+ XY?+ XY+ X

g=2> — Y94+ X3 L XY+ X2YP + XY + X

q:24 N Y17+X16+XY15+X2Y13+X4Y9+X8Y+X

¢g=3 — 2Y* 4+ X3 XY?24+X24+X

g=3> — 2V 4 X4+ XY® 4+ X2Y6 +2X3Y4 4 2X4Y2 4+2X5+ X
g=5 — 4YS 4+ XP 4+ XV 4+ X2Y242X34 X
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4.2 Propriétés des courbes d-optimales
Nous énongons dans le théoréme suivant quelques propriétés des courbes d-optimales.

Théoréme 4.2.1. Soit X une courbe définie sur Fy de genre géométrique g et genre arithmétique
7. Soit X la courbe normalisée de X et v: X — X une application de normalisation. Alors, si X
est d-optimale, i.e. si
1X(Fq) = Nol(g9) + 7 — g,

on a :

1. X est une courbe lisse optimale ;

2. X am— g points singuliers, tous rationnels et de degré de singularité 1 ;

3. si Q est un point singulier de X alors v=1(Q) = {P}, ou P est un point de degré 2 de X ;

4. m—g < By(X);

5. Zx(T)=Zx(T)1+T)" 9.
Démonstration. 1. Si X n’était pas une courbe lisse optimale, & savoir X (F,) < N,(g), alors

on aurait X (F,) — X (F,) > 7 — g, ce qui contredit (2.20).

2. 1l découle du point 1 que :

ﬁX(Fq) - ﬁX(Fq) =mT—g.
D’autre part, on a :
nX(]Fq) - ﬁX(Fq) < ﬁSingX(Fq) < ﬁSingX(Fq) <m—g.

Ainsi
#Sing X (F,) = t Sing X (F,) = 7 — g.

En particulier, cela signifie que tous les points singuliers de X sont rationnels sur F,.

T —g= Z 5@,

QEeSing X

De plus, puisque

nous trouvons dg = 1 pour tout @) € Sing X.

3. Considérons la fonction zéta de X, qui, d’apres (2.13), est donnée par :

_ rmdeg P
Zx(T) = Zg(T) ] (HPE””(?_(ITT )>-

QESing X

(4.1)
Or, en utilisant (2.21), on obtient

Ax
m—g=4tX(Fy) —1X(Fy) =D _ B,
j=1
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ce qui donne Ax =7 —get §; = —1 pour tout j =1,...,Ax. Ainsi,

II (HPG”I(Q>(1 —Tder)

1-T

) =(1+T)"9. (4.2)

QeSing X

En particulier, pour tout @ € Sing(X), on a

HPeufl(Q) (1 _ Tdeg P)

=14+1T
1-T +5

d’ott v7H(Q) = {P} avec deg P = 2.

4. Du point 3 on obtient immédiatement que #Sing X < Bs(X), ce qui implique, avec le point

2, linégalité m — g < Ba(X).
5. La forme de la fonction zéta Zx (T') de X découle directement de (4.1) et (4.2).

4.3 Théorémes d’existence de courbes d-optimales

Nous allons combiner les résultats du théoréme 4.2.1 et du théoréme 3.2.1 pour obtenir des
conditions (respectivement) nécessaires et suffisantes pour lexistence de courbes §-optimales.

En effet, d’un co6té, le théoréme 3.2.1 permet de construire, & partir d’une courbe lisse optimale
X, une courbe d-optimale X', pour laquelle la différence entre le nombre de ses points rationnels
et ceux de sa normalisée est exactement égal a son degré de singularité : il suffit d’impliquer dans
la construction les seuls points de degré 2 de X.

D’autre part, le théoréme 4.2.1 montre que ceci est I'unique maniére d’obtenir une courbe
d-optimale.

Or, le nombre de points de degré 2 d’une courbe est fini, et, de plus, « assez petit » pour
une courbe lisse optimale, et parfois méme égal a zéro. Cela contraint I’existence de courbes
d-optimales de genre arithmétique arbitrairement grand.

Pour toutes ces raisons, il est naturel d’introduire la notation suivante.

Notations. Nous notons

comme le nombre maximum de points de degré 2 d’une courbe de X, (g).
Théoréme 4.3.1. On a :

Ny(g,m) = Ny(9) +7—g <= g<m<g+ Ba(X,(9))
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Démonstration. Soit X une courbe de X, (g), ayant Bs(X,(g)) points de degré 2. Soit 7 un entier
de la forme m = g + a2 avec 0 < ag < By(X) = Ba(X,(g)). Alors, d’aprés le théoréme 3.2.1, il
existe une courbe X’ définie sur F, de genre arithmétique 7, ayant X pour normalisée et telle que

ﬁX/(Fq) = ﬁX(Fq) +ax = Nq(g) + asg.

Ainsi, pour tout g < 7 < g+ Ba(Xy(g)), on a Ny(g,m) = Ny(9) + 7 —g.
L’implication réciproque découle du point 4 du théoréme 4.2.1. O

Dans le cas oit g = 0, c’est-a-dire celui des courbes rationnelles, le théoréme 4.3.1 prend la
forme du corollaire suivant :

Corollaire 4.3.2. On a
Ny0,m) =g+ 1+

si et seulement 51 0 < 7w < q22_q'
Démonstration. Puisque toute courbe dans X, (0) est isomorphe & la droite projective P!, la
quantité By (X,(g)) correspond au nombre de points de degré 2 de P!, qui est donné, d’apres la
formule (1.3), par

_ P (Fge) —4P'(Fy) PP H1-(g+1)  ¢*—g¢

By (PY) = = —

O

Remarque 4.3.3. La courbe de Fukasawa, Homma et Kim, décrite dans la sous-section 4.1.1,

2
est un exemple explicite de courbe rationnelle singuliére qui atteint IV, (0, 14

Le corollaire précédent montre, plus généralement, qu’il existe une courbe rationnelle §-optimale

2
définie sur I, et de genre arithmétique 7 pour tout 0 < 7w < 454,

Considérons maintenant le cas g = 1. On a rappelé dans le théoréme 2.1.15 que la quantité
Ny (1) vaut soit ¢ + 1 + [2,/q], soit ¢ + [2,/q]. Elle vaut ¢ + 1 + [2,/q] si et seulement si au moins
une des conditions suivantes est vérifiée : p ne divise pas [2,/q], ¢ est un carré, ou g = p.

Ainsi le théoréme 4.3.1 entraine le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.4. 1. Sip ne divise pas [2\/q], q est un carré, ou g =p on a :
No(1,m) =q+1+[2y/q]+7—1

*+a—[2/a([2v/@+1)
3 .

s1 et seulement si 1 <7 <1+

2. Dans les autres cas, on a
N,(l,m)=q+[2/q +7—1
@ +a+[2y/q(1-[21/3)

3 .

st et seulement si 1 <7 <1+

Démonstration. 1. Dans le premier cas, on a Ng(1) = ¢ + 1+ [2,/g]. Soit X une courbe lisse
de genre 1 définie sur F, avec ¢ + 14 [2,/g] points rationnels. Si I'on note w et @ les racines
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inverses du numérateur de la fonction zéta de X, alors on obtient, d’aprés la formule (2.5) :
IX(Fg) =q+14+2/g=q+1- (w+w), (4.3)

et
EX(Fp2) = ¢* + 1 — (w? + 7).

De (4.3) nous obtenons w + & = —[2,/q]. Puisque w est de module /g, on a aussi :
W = (w+w)? - 2wo = (w+0)? - 2w = [2v4)* - 2¢,
ce qui donne
1X(Fe2) = ¢* +1 - (12y/9)° — 29).

De cette fagon, nous obtenons que, pour toute courbe maximale lisse de genre 1 définie sur
Fg, le nombre de points de degré 2 est égal & :
$X(F,2) —X(F,) _ ¢ +q- 2yal(2ya + 1)

By(X,(1)) = Ba(X) = _ - .

La conclusion découle du théoréme 4.3.1.

2. Dans ce cas on a Ny(1) = ¢ + [2,/g]. En utilisant un raisonnement similaire, on obtient
wtw=1-[2,/7q et w? +&* = [2/g]* — 2[2,/q] —2¢ + 1, dou

pa = £+ Y0 - yD)

Remarque 4.3.5. Puisque pour ¢ = 2,3 ou 4 la quantité

¢ +q-12y4([2y/q] + 1)
2

est égale & 0, on remarque qu’il n’existe pas de courbe singuliére §-optimale définie sur F, de
genre géométrique 1.

Remarque 4.3.6. Nous avons vu dans le théoréme 4.2.1 qu’une courbe (singuliére) §-optimale
a nécessairement une normalisée optimale. En revanche, une courbe singuliére optimale n’admet
généralement pas une normalisée optimale. On peut illustrer ce fait sur un exemple.

Considérons I’ensemble des courbes définies sur Fy de genre géométrique 1 et genre arithmétique
3, et commengons par montrer que Na(1,3) = 6.

On a N»(1,3) > N3(1) = 5 d’aprés la proposition 3.2.4, et N3(1,3) < 7 par le corollaire
4.3.4. Maintenant, soit X une courbe lisse de genre 1 définie sur Fy avec exactement 4 points
rationnels (dont Pexistence est assurée par [50, Th. 4.1]). Il est simple de montrer qu’une telle
courbe a 3 points de degré 2. En appliquant le théoréme 3.2.1 avec as = 2, nous obtenons une
courbe singuliere X’ définie sur Fy de genre géométrique 1 et genre arithmétique 3, ayant 6 points
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rationnels et X pour normalisée. Ainsi, No(1,3) = 6, et X’ est un exemple de courbe singuliére
optimale dont la normalisée n’est pas optimale.

Plus encore, il n’existe pas de courbe définie sur Fo de genre géométrique 1 et genre arithmétique
3 dont la normalisée est optimale. C’est une conséquence du fait qu’une courbe lisse optimale de
genre 1 n’a pas de points de degré 2, ni de degré 3.

A partir de g > 2, il est plus difficile de rendre le théoréme 4.3.1 explicite, comme on ’a fait
dans les cas ¢ =0 et g = 1 (voir les corollaires 4.3.2 et 4.3.4). En effet, pour g=0et g =1, la
quantité By (X;(g)) peut étre aisément calculée en fonction de g et g : cela vient du fait que, dans
ces cas, la connaissance du nombre de points rationnels sur I, d’une courbe lisse X suffit pour
déterminer les racines inverses du numérateur de la fonction zéta de X, et donc le nombre de
points de X rationnels sur une extension quelconque de F,. Or, cela n’est plus vrai, en général,
dés que g > 2.

Néanmoins, nous pourrons déterminer des bornes supérieures et inférieures pour Ba(X;(g)).
Cela permettra, entre autres, de donner des valeurs exactes de N, (g, 7) pour certaines valeurs de
q, g et m.

4.4 Bornes sur le nombre de points de degré 2 d’une courbe

lisse

Soit X une courbe lisse définie sur [F; de genre g > 0. Pour tout entier n > 0, on associe & X
le n-uplet (z1,...,x,) défini comme suit :

oo CHDXE (4.4)

29\/q'

D’apreés les formules (2.5), on a :

9 .
r = Zjil w;'
= .
29\/q'
Or, en appliquant ’hypothése de Riemann (voir théoréme 2.1.2), on obtient pour tout i = 1,...,n:
2g i -
7wt 9 i
|lz;| = Z]_l 1< g\/(? =1

2074 | T 20V
Autrement dit, le n-uplet (z1,...,x,) appartient a I’hypercube
Cn ={(z1,...,2p) eR"| =1<2; <1, Vi=1,...,n}. (4.5)

On remarque que toute borne inférieure pour x; correspond & une borne supérieure pour
81X (F,i) et, inversement, toute borne supérieure pour z; correspond a une borne inférieure pour
1X (Fyi).
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Ainsi, pour trouver des bonnes bornes pour le nombre de points de degré 2 de X, il faudra
arriver a restreindre le plus possible la région du plan a laquelle x; et x5 appartiennent, en
utilisant la double nature, géométrique et arithmétique, de la courbe X.

Nous empruntons cette approche euclidienne & Hallouin et Perret, qui, dans [20], P'utilisent
pour donner de nouvelles bornes pour le nombre de points rationnels d’une courbe lisse, lorsque
le genre est assez grand par rapport & la cardinalité du corps de base.

4.4.1 L’approche d’Hallouin-Perret

On utilise en premier lieu la nature géométrique de X.
Considérons la surface algébrique lisse X x X et, en particulier, son espace de Néron-Severi
sur R :
NS(X x X)gr = NS(X x X) ®z R.

Soient H = X x {x} et V = {x} x X les classes respectivement horizontale et verticale de
X x X. Soit Vect(H, V) le plan engendré par H et V. On a :

NS(X x X)g = Vect(H,V) @ Vect(H, V)™ .
Soit p la projection orthogonale de NS(X x X)g sur Vect(H, V)" :

p: NS(X x X)gp —> Vect(H,V)+
r — I —(-V)H - (T-H)V.

Puisque H + V est un diviseur ample, le théoréme d’indice de Hodge |21, Th. 1.9, Ch. 5]
entraine que le produit d’intersection sur 'espace NS(X x X)g est défini négatif sur Vect(H, V)= .
Ainsi, Vect(H,V)* peut étre muni d'une structure d’espace euclidien, en définissant un produit
scalaire (-,-) comme l'opposé du produit d’intersection :

(1) = =v-9s V7 € Vect(H, V)
Considérons le morphisme de Frobenius de X

F: X — X
P — P¥’

ol ¢ est "automorphisme de Frobenius défini en (1.2). Notons, pour tout k > 0, F¥ = Fo---0 F
le k-éme itéré de F, avec la convention usuelle FO = Idx. Alors, si I'* désigne la classe de F*
dans NS(X x X)g, on a :

Lemme 4.4.1. |20, Lemme 3|

(p(T%), p(T%)) = 294" Yk >0
(p(TF), p(T*+)) = ¢*((g +1) — 8X(F})) Yk >0,Vi>1.

Si maintenant on considére les normalisées des classes de Néron-Severi des itérés du morphisme
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de Frobenius :
k 1 Fk

= @p( ),

on obtient, d’aprés le lemme 4.4.1, que les z; définis dans (4.4) vérifient

z; = (vF,¥"T).

Avec cette interprétation géométrique, on trouve que la matrice

1 Ty ot Tpo1 Ty
1 1 T Tp
G, =
Tpo1 e 1 z1
Ty  Tp1 - T 1
est la matrice de Gram ! de la famille 7°, ...,y dans Vect(H, V)", et donc semi-définie positive.
Or, une matrice est semi-définie positive si et seulement si tous ses mineurs principaux sont
positifs. Il en découle que le n-uplet (z1,...,z,) appartient a ensemble
Wi ={(z1,...,2n) €ER*"| Gy >0,VI C{l,...,n+1}}, (4.6)

ot Gy, représente le mineur principal de G,, obtenu en supprimant de G, les lignes et les colonnes
dont les indices sont hors de I.

A ces relations, qui proviennent de la nature géométrique de X, on peut ajouter les contraintes
arithmeétiques résultant des inégalités évidentes

X (Fgi) > 81X (Fy),

pour tout ¢ > 2. Il s’ensuit que, pour tout ¢ > 2, on a

x; < m_ll + ¢! _21
q- 29q >
En posant
B9 (21, 2;) = 5 — \/;{1 _ \2/75 (\/am - \/;1) |
on obtient que le n-uplet (x1,...,x,) appartient & 'ensemble
HEI = {(x1,...,2,) € R"|R9(21,2;) <0, pour tout 2 <7 < n}. (4.7)

Nous adoptons ici la convention que H{Y = R.

1. La matrice de Gram G d’un ensemble de vecteurs v1,...,vn dans un espace préhilbertien (E, (-,-)) est la
matrice hermitienne des produits scalaires, dont les entrées sont données par (G);; = (v;, vj).




CHAPITRE 4. COURBES OPTIMALES, §-OPTIMALES ET MAXIMALES 55

Remarque 4.4.2. On note que 'on a h]?(z1,x;) = 0 si et seulement si X (Fq) = X (Fy:).

En définitive on obtient que, si X est une courbe lisse définie sur Fy, de genre g > 0, alors
son n-uplet associé (x1,...,2,) appartient a I’ensemble C, N W,, N HLI, ou C,,, Wy, HLY sont
respectivement définis par (4.5), (4.6) and (4.7).

Pour n = 1,2,3,..., on trouve des sous-ensembles compacts de R™ auxquels le n-uplet
(x1,...,2,) appartient. Nous pouvons donc déterminer une borne inférieure pour X (IF i) sur la
base d’une borne supérieure pour x; et, inversement, une borne supérieure pour X (F,:) & partir
d’une borne inférieure pour x;.

En incrémentant la dimension n, I’ensemble C,, N W,, N HL9 fournit une borne inférieure de
plus en plus fine pour z; (et donc une borne supérieure de plus en plus fine pour X (F,)) si g est
assez grand devant q.

En effet, pour n = 1, on retrouve la borne de Weil (voir (2.6)), qui peut donc étre vue comme
une borne de Weil au premier ordre :

X (Fy) < g+ 14 29./4.
Pour n = 2, on retrouve la borne de Thara (voir (2.9)), qui peut donc étre appelée borne de

9292 = \/g(\/Qa—l)v

Weil au second ordre : si

alors

ﬁX(Fq)Sq+1+%(\/(8q+1)92+4Q(q—1)9—9)-

Enfin, pour n = 3, on trouve une borne de Weil au troisiéme ordre lorsque

929312\/6(?[2_1),

comme énoncé dans le théoréme [20, Th. 18]. Cependant, la borne donnée par Hallouin et Perret
dans ce dernier théoréme n’est pas correcte, car pour certaines valeurs de g et g > g3 la borne de
WEeil au troisiéme ordre n’est pas meilleure que celle au deuxiéme ordre, ce qui ne se peut. Aprés
correction, nous trouvons finalement que si g > g3, alors

1 b(q c(q 1
iX(F) <qr1+ — (yJa@+ 2@ 4@ 1 L) ova
1+ 72 g g q
ou 8 2 1
a(Q):5+ﬁ+a+qﬁ
bg) = LB

(g—1)2 7q\/§ -~ 2
q—1)"(—4q\/q—4\/q+q" —2q+1)

Q) 1
)_M
q) = 2,/q .

De fagon analogue, nous souhaitons trouver des bornes inférieures de plus en plus fines pour
x9 (dépendant éventuellement de x1), dans le but de fournir des nouvelles bornes supérieures
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pour X (F,2). De chacune de ces bornes, nous déduirons une nouvelle borne supérieure pour le
nombre de points de degré 2 d’une courbe lisse, en rendant ’équivalence du théoréme 4.3.1 plus
explicite.

4.4.2 Bornes supérieures

Soit X une courbe lisse définie sur F, de genre g. On rappelle que, si B2(X) désigne le nombre
de points de degré 2 de X, on a

EX (F) — X (Fy)

By (X) = 5

Nous allons établir des bornes supérieures pour le nombre B2 (X), obtenues en considérant
Pensemble C,, N W, NHL9 a différents ordres, c’est-a-dire, pour différentes valeurs de la dimension
n (en 'occurrence n = 1,2, 3). En particulier, si X est optimale, cela nous permettra d’obtenir
des bornes supérieures pour la quantité B(X,(g)), qui, 'on rappelle, représente comme le nombre
maximum de points de degré 2 d’une courbe lisse optimale de genre g définie sur [F,.

Le premier ordre

D’aprés les bornes de Weil qui découlent de (2.5), on a
X (Fg2) < ¢° + 1+ 29q,
et
1X(Fy) > g+ 1—29\/4q.
Une borne supérieure évidente pour B3 (X) est donc :

¢ —q
By(X) < 5 +9(g+ Va)- (4.8)

Posons )

S+ ala+ Va).

Nous pouvons considérer M’(¢, g) comme une borne supérieure au premier ordre pour Ba(Xy(g)),

M'(q,g) =12

puisque la borne (4.8) est une conséquence immédiate des bornes de Weil.

En utilisant la quantité M'(q, g), nous indiquons dans le tableau 4.1 des bornes supérieures
au premier ordre pour By(X,(g)), & des valeurs fixées du couple (¢, g) :
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g 2 3 4 5 6
q
2 7 11 14 18 21
3 12 17 21 26 31
22 18 24 30 36 42

TABLE 4.1 — Bornes supérieures au premier ordre pour B2(X,(g)), données par M’(q, g).

Malheureusement, la borne (4.8) est plutdt mauvaise. Nous allons donc I’améliorer.

Soit g > 0. D’apres les formules (4.4), on a
1X(Fy) =q+1—2gy/qr1 et X (Fp)=q¢>+1— 2gqas.

Ainsi, la quantité Bs(X) peut étre vue comme une fonction de x; et xo dans le domaine
Cn "Wy, NHLI
>—yq

By (X) = gv/a(z1 — \/qz2) + g 5 (4.9)

Nous remarquons que toute borne inférieure pour x2 entraine une borne supérieure (éventuel-
lement dépendante de x1) pour Bg(X).

Nous allons donc étudier I'ensemble C,, N W,, N HZL9 pour n = 2 (deuxiéme ordre) et n =3

(troisiéme ordre).

Le deuxiéme ordre

Pour n = 2, I'ensemble Co N W5 N H3Y est constitué des couples (z1,22) € R? qui satisfont le
systéme d’inéquations suivant :

(4.10)

{ 202 —1<a,<1

z o g=l
X2 S Vi + 29 °
Géométriquement, ’ensemble des solutions du systéme (4.10) correspond a la région du plan

(1, x2) bornée par la parabole
P:xy= Qx% —1
et les droites .
x _
Lg’g:xgz—l—i—q— et T9 = 1.

Va ooo2g

Plus précisément, selon que g < g2, g = g2 ou g > go, avec

_valva-1
g2 = 5

on se trouve dans 'une des configurations suivantes :
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2 2
LY
15} = 15 w
P P LQ -
0.5} 0.5} —] 0.5
L L LT L L Loy L L
15 0.5 15 15 0.5 15 15 0.5 15
-1.5} -1.5} 15

FIGURE 4.1 — La région Co N Wao N HLY | respectivement pour g < g2, g = g2 et g > go.

La premiére inégalité du systéme (4.10)
xy > 227 1, (4.11)

donne la borne supérieure :

2

By(X) < gv/a(z1 — @222 — 1)) + 2 ;q. (4.12)

En utilisant les formules (4.4) pour z1, on obtient la borne supérieure suivante pour Ba(X)
(en fonction de ¢, g et §X(F,)), ce qui est une reformulation de [20, Prop. 14] :

Proposition 4.4.3. Soit X une courbe lisse de genre g > 0 définie sur Fq. On a :

_ 14200 — L (X (F) — (g + 1) —2X(Fy)

By(X) < 5

Supposons maintenant que X est une courbe lisse optimale de genre g > 0, c’est-a-dire que X
a N,(g) points rationnels. D’apreés la proposition 4.4.3, si I'on pose

2414299 — L (N,(9) — (¢+1))° = N,
M,,(q7g)::q+ +29q — 5 ( (29) (¢+1)) (9)7

alors on obtient :
By (X,(9)) < M"(q,9)-

La quantité M" (g, g) peut donc étre vue comme une borne supérieure au deuxiéme ordre pour

Bs(Xq(9))-
Ainsi, nous obtenons la proposition suivante, en conséquence du théoréme 4.3.1 :

Proposition 4.4.4. Soit g > 0. Si 7> g+ M"(q,g), alors il n’existe pas de courbe §-optimale

L@
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définie sur F, de genre géométrique g et genre arithmétique m, ou, autrement dit,
Ny(g,m) < Nglg) +7—g.

Nous reportons dans le tableau 4.2 des bornes supérieures pour By (X;(g)), & valeurs fixées du
couple (g, g), données par la quantité M (q, g). Pour le calcul de M" (g, g) nous avons utilisé les
données sur Ny(g) disponibles sur le site web www.manypoints.org [48].

W N

QY O = Ot

O W] DN
Ol W[N] W
W >
WOy O

TABLE 4.2 — Bornes supérieures au deuxiéme ordre pour Bz(X;(g)) données par M"(q, g).

Le troisiéme ordre

En dimension n = 3, de nouvelles contraintes pour x1,zs et x3 apparaissent, en plus de celles
du systéme (4.10). En effet, l'ensemble C3 N W3 NHE¥ est donné par les triplets (z1, z2, 3) € R3
qui satisfont le systéme d’inéquations suivant :

Qm%—lgxggl
(z1432)* (z1—m2)°
1+ﬁ<x <1 - ===

1— Xy
1+2x1:c2nga:§fx%fx2>0
x1 +q
= Va 29
.'173_‘L1+29\/*

Considérons la projection de C3 N W5 NH1Y sur le plan (x1,x2), ¢’est-a-dire Pensemble
{(x1,22) € R?: (w1, 72, 73) € C3 N W3 NHII}.
On montre facilement que ce dernier est constitué par les couples (x1,72) € R? qui vérifient :

2$1—1<JZ2<1

4+%E?S%+gﬁ (4.13)
x1 q—1
<544

En effet, la projection sur le plan (x1,xs) du sous-ensemble de C3 défini par

1+2x1x2x3—x§—x%—x§20
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est égale a Cy, puisque pour tout (x1,x2) € Cy on a :

x3 € {xlxz — /(23 = 1)(2? — 1), 2120 + /(23 — 1)(2F — 1)} C[-1,1].

L’équation correspondant a la deuxiéme inégalité du systéme (4.13) :

1 1 21 21
ar:%—|—2xla:2—<q—1>x§—(q—&—l—|—q2g\/(j)x1—1—q2g\/a =0 (4.14)

décrit, dans le plan (z1, z2), une hyperbole H%9 passant par le point (—1,1). Pour

92932\/6(3/;1)7

Phyperbole H%9 coupe la parabole en au moins trois points. Ainsi, la région du plan (x;,x2)
correspondant au systéme (4.13) peut se trouver dans 'une des deux configurations suivantes :

Ty Ty
]]’.-‘-’i 2p 2F
.9
150 Ly 09 15
P P
1 /“-\-1\
7.9 ><
0.5} ost o
L L LTy L L L LTy

15 0.5 15 15 Q1 0.5 15
0.5}
R
-1.5}

FIGURE 4.2 — La projection de C3 N W5 N'H2Y sur le plan < z1, 22 >, pour g < g3 et g > gs.

On remarque que, lorsque g > g3, nous avons une meilleure borne inférieure pour xo en
fonction de z7 (par rapport & la borne (4.11)), donnée par la plus petite solution de ’équation
quadratique en xo (4.14) :

1 1 21 2-1
Ty > —T — x1{+<+1+q )x1—|—1+q )
q q 29/ 29\/q

Ainsi, de (4.9), on obtient une nouvelle borne supérieure pour Bo(X), en fonction de ¢, g et z7 :

1 1 -1
By(X) < gv/a(1 + Va)z1 + g m2+(+1+
(X) < 9va(1+ /1) PR W NG

2_1 2 _
):c1+1+q + 79 (415)
297 | 2
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En injectant expression (4.4) de x1 dans (4.15), on trouve une nouvelle borne supérieure
pour Bs(X) en fonction de ¢, g et $X(F,) :

Proposition 4.4.5. Soit X une courbe lisse de genre g > % définie sur Fqy. On a :

P +1+/q(q+1)
2 b
(4.16)

Bo(X) < /14 (X (E)) + ala. )X (F) + 8(a.g) - - VDix(m,) +

ou
alq,9) = —3((20/7+ 29+ @+ q+2)
B(q,9) = (42 +2/A(P + P+ a+ Vg +q¢" + ¢ +q+1).

Comme précédemment, si 'on pose

?+1+q(g+1)
2 b
(4.17)

M (q.6) = 14 (Ny(0))” + ala.9)Nyl0) + Bla.g) - D) +

ou a(q,g) et B(q,g) sont définis comme dans la proposition 4.4.5, on trouve

Ba(Xy(9)) < M"(q,9).

D’aprés le théoréme 4.3.1, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 4.4.6. Soit g > %, Sim > g+M;"(g), alors il n'eviste pas de courbe d-optimale
définie sur F, de genre géométrique g et genre arithmétique m, ou, autrement dit,

Ny(g,m) < Ny(g) +7—g.

Dans le tableau 4.3, en utilisant la quantité M'”(q, g), nous reportons des bornes supérieures

pour Bs(X,(g)) au troisiéme ordre. Certaines cases du tableau sont évidemment vides, puisque

M"(q,g) est défini seulement lorsque g > %.

W N
o
[an)
—

W= O

[\
= N =] Ot

TABLE 4.3 — Bornes supérieures au troisiéme ordre pour Bz (X,(g)), données par M"'(q, g).

D’aprés les propositions 4.4.3 et 4.4.5, il est possible de synthétiser les tableaux 4.2 et 4.3
dans le suivant :
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g 2 3 4 5 6
q
2 0 0 1 1 1
3 3 2 1 2 3
22 5 0 4 4 1

TABLE 4.4 — Bornes supérieures pour B2(X4(g)).

4.4.3 Bornes inférieures

De la méme maniére, nous pouvons utiliser 'approche euclidienne d’Hallouin-Perret pour
déterminer des bornes inférieures pour Ba(X).
En premier lieu, d’aprés les bornes de Weil qui découlent de (2.5), nous avons

1 X (Fg2) >¢?+1-29q et i1X(F,) < q+ 1+ 294,

et donc 5
q —q
2

By(X) > —g(g+q). (4.18)

Il est simple de montrer que la quantité a droite dans (4.18) est strictement positive si et seulement
sig<gy= w.

Ainsi, nous pouvons considérer I'inégalité (4.18) comme une borne inférieure au premier ordre
pour Bs(X), puisqu’elle est une conséquence immédiate des bornes de Weil.

Géométriquement, il est également clair que nous n’obtiendrions pas de meilleures bornes
inférieures pour Bs(X) en passant au deuxiéme ou au troisiéme ordre. En effet, en observant les
graphes des figures 4.1 et 4.2, nous remarquons qu’une borne supérieure plus fine pour xo peut
seulement étre donnée par la droite LI?. Or, nous avons vu dans la remarque 4.4.2 que, si le
couple (x1,22) est sur la droite L7, alors §X (F,) = $X(F,2), ce qui entraine By(X) = 0.

Pour g < g2, l'inégalité (4.18) donne les bornes inférieures suivantes pour Bs(X(g)) :

g 2 3 4 5
q
7 2
23 7
32 12
11 27 13
13 45 29 12
27 80 60 40 20

TABLE 4.5 — Bornes inférieures pour Ba2(X,(g))-

Ainsi, d’apreés le théoréme 4.3.1 et inégalité (4.18), on obtient la proposition suivante :
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Proposition 4.4.7. Soit g < M. Sig<m<g-+ fT_q — g9(q + \/q), alors il existe une

courbe d-optimale définie sur I, de genre géométrique g et genre arithmétique .

4.5 Quelques valeurs exactes de N,(g, )

Nous utilisons ci-dessous les bornes obtenues pour Ba(X,(g)) dans la section précédente (voir
les tableaux 4.4 et 4.5) pour déterminer quelques valeurs exactes de N, (g, 7). Nous complétons la
proposition suivante avec les résultats sur N, (g, 7) déja obtenus dans la section 4.3.

Proposition 4.5.1. Soit ¢ une puissance d’un mombre premier p. Soient g et w des entiers
positifs tels que g < . On a :
1. Ng(0,m) =g+ 1+ si et seulement si 0 < w < Lz—q .
2. Si p ne divise pas [2\/6], q est un carré, ou q = p, alors
2
Ny(1,7) =g+ [2/g) +7 siet seulement si 1 <7 <1+2 +q—[2\/g]([2\/§]+1).
Sinon,
2
Ny(1,7) =g+ [2/g) + 7 — 1 si et seulement si 1 <7 <1+ 2 +q+[2\/g](17[2\/q]).

3. Sig< w etg<m< %—g(q—i—\/&—l), alors Ny(g,m) = Ny(g9) + 7 — g.
4. Na(2,3) = 6.

5. Ny(3,4) =T.

6. Ny:2(4,5) = 14.

Démonstration. Les points 1 et 2 sont les corollaires 4.3.2 et 4.3.4. Le point 3 est donné par la
proposition 4.4.7.

Montrons, ensuite, le point 4. On remarque que, d’aprés la proposition 3.2.4, N2(2,3) >
N2(2) = 6 et, d’aprés le tableau 4.4, By(X2(2)) = 0. Ainsi on obtient, par la proposition 4.4.6, que
N3(2,3) < N2(2) 4+ 1 =17. Les points 5 et 6 se démontrent de la méme maniére que le point 4. O

4.6 Courbes maximales

Soit X une courbe définie sur F, de genre géométrique g et genre arithmétique 7. On rappelle
que X est une courbe mazimale si elle atteint la borne d’Aubry-Perret, a savoir

1X(Fy) =q+1+g)2y/q +7—g.

Les courbes maximales constituent une sous-classe des courbes d-optimales. Ainsi elles héritent
de toutes les propriétés listées dans la théoréme 4.2.1.
Considérons d’abord le résultat suivant, qui donne, entres autres, la forme de la fonction zéta

d’une courbe maximale.

Proposition 4.6.1. Si X est une courbe mazimale définie sur F, de genre géométrique g et
genre arithmétique w. Alors on a :

@+ (29— 1)g—g[2y/4)([2\/a] + 1)

T<g+ 5
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! (T2 + 23T + 1)9(1 + 7)™

Zx(T) = 011 —qD)

Démonstration. D’aprés le théoréeme 4.2.1, la courbe X a une normalisée maximale X, et

7 < g+ Ba(X).

Or, toute courbe lisse maximale de genre g a le méme nombre de points de degré 2. En effet,
sl wi,W1,...,wy,w, sont les racines inverses du numérateur de la fonction zéta Z ¢(7T') de X, on a
vu, dans la proposition 2.1.18, que w; +@; = —[2,/q]. Comme dans la preuve du corollaire 4.3.4,
on peut donc calculer le nombre de points de degré 2 de X :

By(X) =

- @+ 29-1g—yg2ya(2va +1)
2 b

ce qui donne 'inégalité concernant g, w et ¢ voulue.
La forme de la fonction zéta de X est immédiate d’aprés le théoréme 4.2.1 et la proposition
2.1.18. O

4.6.1 Le spectre des genres de courbes maximales

La proposition 4.6.1 confirme que, pour m assez grand devant g, il n’existe pas de courbe
maximale de genre géométrique g et genre arithmétique .

Ainsi, par analogie avec le cas lisse, nous pouvons considérer la problématique de déterminer
le spectre des genres de courbes maximales définies sur F,, c’est a dire I’ensemble des couples
(g, ) pour lesquels il existe une courbe maximale définie sur F, de genre géométrique g et genre
arithmétique 7 :

I, :=={(g9,m) € N x N : il existe une courbe maximale définie sur Fy

de genre géométrique g et genre arithmétique 7}.

On supposera, par la suite, que g est un carré. La proposition suivante est une conséquence
simple des théorémes 4.2.1 et 4.3.1, et de la proposition 4.6.1.

Proposition 4.6.2. Soit ¢ un carré. Il existe une courbe mazximale définie sur F, de genre
géométrique g et genre arithmétique  si et seulement si Ny(g9) = q+ 1+ 2g./q et

@ —q

2

g<m<(—q¢—+va+1)g+ (4.19)
Remarque 4.6.3. La quantité de droite dans 'inégalité (4.19) est linéairement décroissante par
rapport a g. Ainsi, elle atteint sa valeur maximale pour g = 0 (cela signifie aussi que le nombre de
points de degré 2 d’une courbe lisse maximale est une fonction décroissante du genre). On obtient
de cette fagon une borne pour le genre arithmétique 7 en fonction de la cardinalité du corps fini :

glg—1)

<
="y

(4.20)
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D’un point de vue géométrique, nous avons donc montré que I’ensemble Ty, est contenu (voir
la figure 4.3) dans le triangle (OAB) du plan (g, 7) délimité par les droites

¢ —q

2

D1:g=0, Dy:m=(—q—+q+1)g+ et Ds3:g=m.

Le point d’intersection des droites D2 et D3 est le point

p (VALY DY,

2 ’ 2

Cela signifie que toute courbe maximale définie sur F, de genre geometrique g = M est
nécessairement lisse, et donc isomorphe a la courbe Hermitienne (voir la section 2.1.4).

En outre, la borne (4.20) est atteinte. En effet, la courbe de Fukasawa, Homma et Kim, décrite
dans la section 4.1.1, est un exemple de courbe maximale définie sur F; de genre arithmétique

— alg=1)
m= L=

En utilisant les inégalités (2.12), les propositions 4.5.1 et 4.6.2, et la remarque 4.6.3, nous
pouvons énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 4.6.4. Soit ¢ un carré et X une courbe mazimale définie sur Fy de genre géométrique
g et genre arithmétique w. On pose

PO S (VRS [ (R AL
’ 6

2 4
Soit
Iy :={(g9,m) € Nx N : il existe une courbe mazrimale définie sur F,
de genre géométrique g et genre arithmétique }.
On a :

1.0<g<g,9g<n< @ etm<(—q—+/q+1)g+ Lz—q' Autrement dit, T'y est contenu
dans lensemble des points & coordonnées entiéres o lintérieur du triangle (OAB) de la

figure 4.3.

2. Le point B = (¢',g’) appartient a T'y et

¢ —q
{(0,7‘1’), avec 0 < 7 < 5 }CI‘q.

3. Sig#g, alors g<g" et

2 _
{(g”m% avec 9" <7< (~q— A+ 1)g" + Q2q} cr,.
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4. Sig#4g et g#g", alors g < g" et
(" Mmoo (g Da" 7 —q cr
g7 m), avec g7 << (== q+1)g" + ——— 1 C T

Le théoréme 4.6.4 est illustré a Paide de la figure 4.3 (dans laquelle on a choisi un rapport
d’échelle entre les axes de 0.025 pour des raisons de lisibilité).

Remarque 4.6.5. Si X est une courbe maximale définie sur I, de genre géométrique ¢’, g" ou g”,
alors sa courbe normalisée X est une courbe lisse maximale définie sur I, de genre respectivement
g',g" ou g, et donc Fy-isomorphe & une des courbes rappelées dans la sous-section 2.1.4.

4.7 Un théoréme sur les revétements de courbes singuliéres

Nous terminons par quelques considérations sur les revétements de courbes singuliéres.
Commengons par rappeler le résultat suivant di a Serre.

Théoréme 4.7.1. [30, Prop. 6] Soient X et Y deux courbes lisses définies sur Fy. Supposons
qu’il existe un morphisme non constant f :' Y — X défini sur F,. Alors, si Px(T) et Py(T)
désignent les numérateurs des fonctions zéta de X et'Y respectivement, alors le polynome Px (T')

divise Py (T). En particulier, si Y est maximale, il en va de méme pour X.

Ce résultat est par exemple utilisé dans [15] et [16] pour déterminer des exemples de courbes
maximales, non isomorphes, de méme genre et méme groupe d’automorphismes.

Nous prouvons ici que le résultat subsiste sans ’hypothése de lissité sur les courbes, en
supposant que le morphisme est plat. Il faut remarquer que la divisibilité des numérateurs des
fonctions zéta dans un revétement plat, démontrée par Aubry et Perret pour des courbes non
nécessairement lisses dans [7], et pour des variétés non nécessairement lisses dans [8], ne donne
pas le résultat.

Théoréme 4.7.2. Soit f:Y — X un morphisme plat fini entre deux courbes définies sur F,. Si
Y est maximale alors X est maximale.

Démonstration. Soient gx et mx (respectivement gy et my) le genre géométrique et le genre
arithmétique de X (respectivement de Y'). Puisque Y est maximale, on a

Y (Fy) =q+ 1+ 9v2V/q) + 1y — gv.

D’aprés [5, Remarque 4.1] nous savons que

1Y (Fy) — 4 X(Fy)| < (my — gv) — (7x — g9x) + (9v — 9x)[2V/4].

Ainsi nous obtenons :

1X(Fy) > 8Y(Fy) — (my — gv) + (7x — g9x) — (9v — 9x)[2/4] = ¢ + 1 + gx[2V/q] + Tx — gx.

On en conclut que X est aussi maximale. O
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2
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FIGURE 4.3 — L’ensemble I'; est contenu dans I’ensemble des points a coordonnées entiéres a I'intérieur
ou sur le bord du triangle (OAB). Les points correspondent aux couples (g, 7) que nous avons déja
montrés étre dans I'y. Le reste de I’ensemble I'; doit étre contenu dans le trapézoide coloré.
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Résumé

On s’intéresse, dans cette thése, & des questions concernant le nombre maximum de points
rationnels d’une courbe singuliére définie sur un corps fini, sujet qui, depuis Weil, a été
amplement abordé dans le cas lisse. Cette étude se déroule en deux temps. Tout d’abord on
présente une construction de courbes singuliéres de genres et corps de base donnés, possédant
un grand nombre de points rationnels : cette construction, qui repose sur des notions et
outils de géométrie algébrique et d’algébre commutative, permet de construire, en partant
d’une courbe lisse X, une courbe a singularités X', de telle sorte que X soit la normalisée de
X', et que les singularités ajoutées soient rationnelles sur le corps de base et de degré de
singularité prescrit. Ensuite, en utilisant une approche euclidienne, on prouve une nouvelle
borne sur le nombre de points fermés de degré deux d’une courbe lisse définie sur un corps
fini. La combinaison de ces résultats, a priori indépendants, permet notamment d’étudier le
probléme de savoir quand la borne d’Aubry-Perret, analogue de la borne de Weil dans le
cas singulier, est atteinte. Cela nous ameéne de facon naturelle a I’étude des propriétés des
courbes maximales et, lorsque la cardinalité du corps de base est un carré, a ’analyse du
spectre des genres de ces derniéres.

Mots-clés : courbe singuliére, courbe maximale, corps fini, point rationnel, point de degré
deux, fonction zéta.

Abstract

In this PhD thesis, we focus on some issues about the maximum number of rational points
on a singular curve defined over a finite field. This topic has been extensively discussed
in the smooth case since Weil’s works. We have split our study into two stages. First,
we provide a construction of singular curves of prescribed genera and base field and with
many rational points: such a construction, based on some notions and tools from algebraic
geometry and commutative algebra, yields a method for constructing, given a smooth curve
X, another curve X’ with singularities, such that X is the normalization of X’, and the
added singularities are rational on the base field and with the prescribed singularity degree.
Then, using a Euclidian approach, we prove a new bound for the number of closed points
of degree two on a smooth curve defined over a finite field. Combining these two a priori
independent results, we can study the following question: when is the Aubry-Perret bound
(the analogue of the Weil bound in the singular case) reached? This leads naturally to the
study of the properties of maximal curves and, when the cardinality of the base field is a
square, to the analysis of the spectrum of their genera.

Keywords : singular curve, maximal curve, finite field, rational point, point of degree two,

zeta function.
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