
Università degli Studi Roma Tre
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Introduzione

“An integral domain J (with unit) will be said to be almost Dedekind if,

given any maximal ideal P of J , JP is a Dedekind domain.”

Questa è la definizione con cui Robert Gilmer, nel 1964, apriva l’artico-

lo “Integral Domains Which are Almost Dedekind” [8], introducendo, cos̀ı,

nella letteratura matematica, una nuova classe di domini (anelli commuta-

tivi unitari integri) che si andasse a interporre, insiemisticamente parlando,

tra le già esistenti e studiate classi dei domini di Dedekind e dei domini di

Prüfer1:{
domini di

Dedekind

}
⊆

{
domini almost

Dedekind

}
⊆

{
domini di Prüfer

di dimensione uno

}
.

Il nome “almost Dedekind” (“quasi Dedekind”), coniato da Gilmer per tali

domini, voleva appunto sottolineare il fatto che essi risultavano “particolar-

mente vicini” ai domini di Dedekind.

La storia dei domini di Dedekind ebbe ufficialmente inizio negli anni ‘20 del

1900, quando furono introdotti da Emmy Noether (1882-1935), astraendo

e generalizzando i risultati riguardanti le proprietà di fattorizzazione degli

ideali negli anelli di interi algebrici, che Richard Dedekind (1831-1916) aveva

ottenuto nel 1871. Dedekind aveva infatti mostrato che in un anello di interi

algebrici ogni ideale proprio non nullo si fattorizza in modo unico nel prodot-

1I domini di Prüfer furono introdotti da Heinz Prüfer (1896-1934) nel 1932, il quale,

con l’articolo “Untersuchungen über die Zerlegbarkeit der abzählbaren primären Abelschen

Gruppen” [29], apr̀ı le porte allo studio di quei domini in cui ogni ideale finitamente

generato fosse invertibile: tali domini, solo in un secondo momento, presero il nome, in

suo onore, di domini di Prüfer.
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to di ideali primi. Nell’articolo del 1927 “Abstrakter Aufbau der Idealtheorie

in algebraischen Zahl- und Funktionenkörpern” [27], Noether mostrò, allora,

in via più generale, che la proprietà di fattorizzazione unica in ideali primi

per ogni ideale proprio non nullo caratterizza quei domini D che soddisfano

i cosiddetti “Assiomi di Noether”:

(1) ogni ideale di D è finitamente generato (ovvero D è noetheriano),

(2) ogni ideale primo non nullo di D è massimale (ovvero D ha dimensione

uno),

(3) D è integralmente chiuso.

Noether denominò appunto un siffato dominio dominio di Dedekind.

Un dominio almost Dedekind condivide con un dominio di Dedekind le pro-

prietà di essere integralmente chiuso e di dimensione uno, ma non, in gene-

rale, la proprietà di essere noetheriano. Un dominio almost Dedekind non

Dedekind è, pertanto, un esempio di dominio localmente, ma non global-

mente, noetheriano.

Pare che il primo esempio di dominio almost Dedekind non noetheriano fos-

se stato ottenuto da Nakano con una costruzione contenuta nel suo articolo

“Idealtheorie in einem speziellen unendlichen algebraischen Zahlkörper” [25]

del 1953. In tale articolo Nakano aveva focalizzato la sua attenzione sulle

proprietà degli anelli di interi algebrici in estensioni algebriche di grado

infinito dei numeri razionali, dimostrando, in particolare, che la chiusura

integrale di Z nel campo ottenuto aggiungendo a Q le p-esime radici del-

l’unità, per ogni primo p, è un dominio almost Dedekind non noetheriano.

Infatti, la chiusura integrale di Z, e più in generale di un dominio di De-

dekind, in un’estensione algebrica infinita del suo campo dei quozienti, è in

ogni caso un dominio di Prüfer di dimensione uno, ma non necessariamente

un dominio di Dedekind; tuttavia si constatò che, sotto ulteriori ipotesi, si

poteva sempre ottenere un dominio almost Dedekind. Gran parte dell’inte-

resse maturato dai matematici nella teoria dei domini almost Dedekind, si

concentrò allora nel cercare esempi di domini almost Dedekind non banali;

le costruzioni interessarono, a parte la teoria degli anelli di interi algebrici,

gli ambiti più vari dell’algebra: il gruppo di divisibilità di un dominio, i
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domini come intersezioni di valutazioni, l’anello di funzioni di Kronecker, gli

anelli di semigruppo.

I domini almost Dedekind hanno avuto grande rilevanza soprattutto nella

teoria dei polinomi a valori interi, originariamente introdotta, in due articoli

separati del 1919, da Polya e Ostrowski. Dato un dominio D con campo

dei quozienti K, l’anello di polinomi a valori interi Int(D) è definito come

l’insieme {f(X) ∈ K[X]|f(D) ⊆ D}. Con riferimento ai domini almost De-

dekind, Chabert dimostrò in [6] che, se Int(D) è un dominio di Prüfer, allora

D è un dominio almost Dedekind con tutti i campi residui finiti. Affinché

Int(D) sia un Prüfer, la condizione che D sia un dominio almost Dedekind

con tutti i campi residui finiti è sufficiente se D noetheriano, ma non lo è

nel caso non noetheriano (un controesempio fu fornito da Gilmer in [12]). Il

problema venne poi completamente risolto da Loper, il quale, con l’articolo

“A classification of all D such that Int(D) is a Prüfer domain” [22] del

1998, giunse a una completa caratterizzazione di tutti i domini D tali che

Int(D) sia un dominio di Prüfer.

Prendendo spunto dall’articolo “Almost Dedekind domains which are not

Dedekind” [23], nel quale Loper offre una panoramica della storia dei domi-

ni almost Dedekind e di come essi intervengono nei vari ambiti dell’algebra,

questo lavoro si prefigge lo scopo di introdurre la classe dei domini almost

Dedekind evidenziandone le analogie e le differenze da un lato con i domini

di Prüfer, e dall’altro con quelli di Dedekind. Ciò porterà a caratterizzare i

domini almost Dedekind all’interno della classe dei domini di Prüfer e i domi-

ni di Dedekind all’interno della classe dei domini almost Dedekind. Inoltre,

sempre in tale ottica, si mostrerà come un dominio almost Dedekind, pur

perdendo, in generale, la classica fattorizzazione degli ideali in ideali primi

che caratterizza i domini di Dedekind, può presentare, sotto ulteriori ipo-

tesi, differenti tipi di fattorizzazioni che sono generalizzazioni di questa. Si

illustreranno, infine, alcune costruzioni di domini almost Dedekind, dando,

tra l’altro, esempi concreti di domini almost Dedekind non noetheriani.

Il tema verrà sviluppano in cinque capitoli.

Nel Capitolo 0 vengono richiamati le definizioni e i principali risultati riguar-
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danti la teoria dei domini di Prüfer, dei domini di Dedekind e dei domini di

valutazione; ad essi sarà spesso fatto riferimento nel corso della tesi, come

conseguenza degli stretti legami che gli almost Dedekind hanno con ognuno

di tali domini.

Il Capitolo 1 costituisce una rivisitazione del lavoro di Gilmer in [10, §36] e

di Butts e Phillips in [4]. In esso sarà definito un dominio almost Dedekind e

ne verranno illustrate le proprietà principali. Sarà interessante notare come

alcune di queste proprietà siano anche caratterizzanti: risulta infatti che un

dominio D è almost Dedekind se e solo se ogni ideale di D con radicale un

ideale primo è una potenza del suo radicale, se e solo se D soddisfa la legge

di cancellazione per ideali. Sarà successivamente data una caratterizzazione

dei domini almost Dedekind all’interno della classe dei domini di Prüfer: un

dominio di Prüfer è un dominio almost Dedekind se e solo se ha dimensione

uno e non contiene ideali massimali idempotenti, se e solo se
⋂∞
n=1 I

n = (0),

per ogni ideale proprio I. Infine si osserverà come il “comportamento” di un

dominio almost Dedekind, quando si passa alla chiusura integrale in un’e-

stensione algebrica del suo campo dei quozienti, risulti essere più simile a

quello di un Dedekind che a quello di un Prüfer.

Tutto il Capitolo 2, basato sull’articolo di Gilmer “Overrings of Prüfer

domains” [9], è rivolto allo studio della proprietà (]), con particolare ri-

ferimento alle conseguenze che essa ha su un dominio di Prüfer. Il risultato

più importante, e per cui si lavorerà praticamente in tutta la seconda se-

zione, mostrerà l’equivalenza della proprietà (]) al carattere di finitezza, in

un dominio di Prüfer di dimensione uno. Ciò rivelerà, in particolare, come

la proprietà (]) permetta di “distinguere” un dominio almost Dedekind non

noetheriano da un dominio di Dedekind. Il capitolo si conclude con una

caratterizzazione abbastanza completa dei domini di Dedekind all’interno

della classe dei domini almost Dedekind.

Il Capitolo 3 offre una panoramica della fattorizzazione degli ideali nei domi-

ni almost Dedekind. Costretti a rinunciare, in generale, alla fattorizzazione

di ideali in ideali primi tipica dei domini di Dedekind, proporremo tipi di
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fattorizzazioni di ideali che risultano essere una variazione e una genera-

lizzazione di questa: le modiche riguarderanno da una parte gli ideali che

appaiono nella fattorizzazione e dall’altra la classe di ideali da fattorizza-

re. Con questo intento studieremo la classe degli SP-domini e, dopo aver

mostrato che un SP-dominio è un dominio almost Dedekind, classifiche-

remo un SP-dominio all’interno della classe dei domini almost Dedekind.

Successivamente, ponendo delle restrizioni sul tipo di ideali da fattorizzare,

introdurremo i concetti di primo sharp, di grado sharp di un dominio e di

insieme fattorizzante ed esamineremo sotto quali ipotesi un dominio almost

Dedekind ammette un insieme fattorizzante.

Il Capitolo 4, infine, è completamente dedicato alle costruzioni dei domini

almost Dedekind che troviamo nella letteratura matematica, con partico-

lare riferimento al caso non noetheriano, a partire dalla prima costruzione

di Nakano nel 1953. La nostra attenzione si rivolgerà soprattutto a quelle

costruzioni che riguardano le estensioni infinite e gli anelli di semigruppo,

mentre delle altre si daranno solo brevi cenni e riferimenti bibliografici. I-

noltre si analizzerà accuratamente un esempio di dominio almost Dedekind

non Dedekind proposto da Gilmer in [10, §42].
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Capitolo 0

Preliminari

Per chiarezza inserirò in questo capitolo la terminologia, la notazione e le

convenzioni che verranno utilizzate all’interno di questa tesi. Si richiame-

ranno, inoltre, alcuni risultati propri dell’algebra commutativa di cui neces-

siteremo nei prossimi capitoli per una migliore comprensione.

Tutti gli anelli che considereremo nel seguito saranno commutativi unita-

ri. Con il termine dominio intenderemo un anello integro.

Dato un dominio D, generalmente indicheremo con K il suo campo dei quo-

zienti; salvo menzione esplicita, si supporrà sempre D 6= K. Un sopra-anello

sarà un qualsiasi dominio compreso tra D e K, mentre un anello di quozienti

di D sarà un sopra-anello della forma S−1D, dove S è una parte moltiplica-

tiva contenuta in D \ {0}. In particolare, se S = D \ P , dove P è un ideale

primo di D, denoteremo con DP l’anello di quozienti S−1D; DP prende il

nome di localizzazione di D in P .

Come si vedrà più avanti i domini almost Dedekind costituiscono una classe

intermedia tra i domini di Prüfer e i domini di Dedekind. Per questo motivo

risulta necessario richiamare alcuni dei risultati classici riguardanti sia la

teoria dei domini di Prüfer, sia quella dei domini di Dedekind.

Definizione. Un dominio D è detto di Prüfer se DM è un dominio di

valutazione per ogni ideale massimale M di D.

Dalla definizione segue che, essendo i domini di valutazione integralmente
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chiusi, un dominio di Prüfer è integralmente chiuso.

Una interessante caratterizzazione dei domini di Prüfer riguarda la teoria

moltiplicativa degli ideali, come enunciato nel seguente teorema.

Teorema 0.0.1. Sia D un dominio. Allora le seguenti affermazioni sono

equivalenti:

(i) D è un dominio di Prüfer.

(ii) Ogni ideale non nullo finitamente generato di D è invertibile.

(iii) Ogni ideale non nullo finitamente generato A di D soddisfa la legge

di cancellazione, ovvero se B e C sono ideali D tali che AB = AC,

allora B = C.

(iv) A(B ∩ C) = AB ∩AC, per ogni A, B, C ideali non nulli di D.

Dimostrazione. [10, Teorema 22.1], [10, Teorema 24.3], [10, Teorema 25.2].

Proposizione 0.0.2. [10, Teorema 25.4] Sia D un dominio di Prüfer e

siano A e B ideali frazionari non nulli di D. Allora, se A e B sono entrambi

finitamente generati, A ∩B è finitamente generato.

Gli ideali primari di un dominio di Prüfer godono di alcune particolari pro-

prietà. Nello specifico, sotto determinate ipotesi, è possibile individuare

esattamente l’insieme degli ideali primari.

Teorema 0.0.3. [10, Teorema 23.3] Sia D un dominio di Prüfer. Sia P un

ideale primo di D e sia S = {Qλ}λ∈Λ l’insieme degli ideali P -primari di D.

(a) Se Q è P -primario e se x ∈ D \ P allora Q = Q[Q + (x)]. Se Q è

finitamente generato allora P è massimale in D.

(b) S è chiuso rispetto alla moltiplicazione. In particolare {P k}∞k=1 ⊆ S.

Se inoltre P 6= P 2 allora S = {P k}∞k=1.

(c) P0 :=
⋂
λ∈ΛQλ è un ideale primo di D adiacente a P .
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(d) Se P è idempotente
⋂∞
k=1 P

k = P , altrimenti
⋂∞
k=1 P

k è un ideale

primo di D adiacente a P .

Il seguente teorema mostra che un sopra-anello D′ di un dominio di Prüfer

è un dominio di Prüfer e mette in relazione la struttura di D′ con quella di

D.

Teorema 0.0.4. [10, Teorema 26.1] Sia D′ un sopra-anello di un dominio

di Prüfer D e sia Ω l’insieme degli ideali primi P di D tali che PD′ ( D′.

Allora:

(a) Se M è un ideale primo di D′ e se P = M ∩ D allora DP = D′M e

M = PDP ∩D′. Inoltre D′ è di Prüfer e, se D ha dimensione finita

n, allora la dimensione di D′ è minore o uguale a n.

(b) Se P è un ideale primo di D, allora P ∈ Ω se e solo se DP ⊇ D′. In

più D′ =
⋂
P∈Ω

DP .

(c) Se I ′ è un ideale di D′ e se I = I ′ ∩D allora I ′ = ID′.

(d) {PD′}P∈Ω è l’insieme degli ideali primi di D′.

Della classe dei domini di Prüfer fanno parte i domini di Dedekind, di cui

richiamiamo la definizione data da Emmy Noether.

Definizione. Un dominio D è detto di Dedekind se D è noetheriano, inte-

gralmente chiuso e di dimensione uno.

Il seguente teorema fornisce una serie di caratterizzazioni dei domini di De-

dekind, anche nell’ambito della teoria moltiplicativa degli ideali. Si precisa

che con la sigla “DVR” si intende un dominio di valutazione noetheriano.

Teorema 0.0.5. Le seguenti condizioni sono equivalenti per un dominio D.

(i) D è un dominio di Dedekind.

(ii) D è un dominio noetheriano e DM è un DVR per ogni ideale massimale

M di D.
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(iii) DM è un DVR per ogni ideale massimale M di D e l’intersezione

D =
⋂
M∈Max(D)DM ha il carattere di finitezza (ovvero ogni elemento

non nullo x ∈ D è invertibile in al più un numero finito di DM ).

(iv) D è un dominio di Prüfer noetheriano.

(v) Ogni ideale frazionario non nullo di D è invertibile.

(vi) Ogni ideale primo non nullo di D è invertibile.

(vii) Ogni ideale proprio non nullo di D è prodotto di un numero finito di

ideali primi (univocamente determinati).

Dimostrazione. [10, Teorema 37.1] e [10, Teorema 37.8].

Chiaramente la teoria dei domini di Prüfer e dei domini di Dedekind, si in-

terseca con quella degli anelli di valutazione e dei DVR. Di questi si daranno

per buoni la maggior parte dei risultati e delle proprietà. Tuttavia, ritengo

utile richiamare alcuni teoremi sulle estensioni di valutazioni, a cui spesso si

farà ricorso.

Si richiama che, se K ⊆ L è un ampliamento di campi e V è un anello

di valutazione su K, allora un anello di valutazione W su L è un’estensione

di V a L se W ∩K = V .

Teorema 0.0.6. [10, Teorema 19.16] Sia K ⊆ L un ampliamento di campi

e sia W un anello di valutazione su L; sia inoltre {Pλ}λ∈Λ l’insieme degli

ideali primi di W . Allora:

(a) V := W ∩K è un anello di valutazione su K.

(b) Ogni ideale di V è la contrazione di un ideale di W . In particolare,

{Pλ ∩K}λ∈Λ è l’insieme degli ideali primi di V (non necessariamente

distinti).

(c) Se W è un DVR, anche V è un DVR.

(d) Se L è algebrico su K allora gli ideali Pλ ∩K sono distinti per indici

λ distinti. Inoltre, se [L : K] <∞ e se V è un DVR, allora anche W

è un DVR.
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Teorema 0.0.7. Sia K ⊆ L un ampliamento algebrico di campi e sia V

un anello di valutazione su K. Se V ∗ è la chiusura integrale di V in L

e {Mλ}λ∈Λ è l’insieme degli ideali massimali di V ∗, allora {V ∗Mλ
}λ∈Λ è

l’insieme delle estensioni di V a L. In particolare V ∗ è un dominio di

Prüfer. Inoltre se [L : K] <∞, tali estensioni sono in numero finito.

Dimostrazione. [10, Teorema 20.1], [10, Teorema 20.3].

Diamo, infine, qualche breve cenno della teoria della ramificazione di valu-

tazioni, limitandola al caso dei DVR.

Teorema 0.0.8. [32, Pag. 55, Teorema 19] Sia K ⊆ L un’estensione di

campi tale che [L : K] = n < ∞. Sia V := (V,M) un DVR su K e siano

W1 := (W1,M1), . . . , Wg := (Wg,Mg) le estensioni di V a L.

Sia, per ogni i = 1, . . . , g, ei l’intero positivo, detto indice di ramificazione

di Wi rispetto a V , tale che

MWi = M ei
i

e fi l’intero positivo, detto grado relativo di Wi rispetto a V , definito come

segue:

fi :=

[
Wi

Mi
:
V

M

]
.

Vale allora la seguente disuguaglianza:

e1f1 + e2f2 + · · ·+ egfg ≤ n.
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Capitolo 1

Prime proprietà dei domini

almost Dedekind

Un dominioD è detto almost Dedekind se, dato un qualsiasi ideale massimale

M di D, DM è un dominio di Dedekind.

Questa è la definizione di dominio almost Dedekind introdotta, insieme al

termine stesso, da Robert Gilmer nel suo articolo del 1964 “Integral Domains

Which are Almost Dedekind” [8]. E’ subito chiaro l’intento di Gilmer di voler

introdurre la nozione di un dominio che fosse di Dedekind localmente, ma

non globalmente, in generale. Se, dunque, D è un dominio almost Dedekind,

allora DM è un dominio di Dedekind locale, ovvero un DVR. Viceveversa

è chiaro che un DVR è un dominio di Dedekind. Pertanto la definizione

precedente risulta equivalente alla seguente, più frequente in letteratura:

Definizione. Un dominio D è detto almost Dedekind se DM è un dominio

di valutazione noetheriano (DVR), per ogni ideale massimale M di D.

Osservazioni

1. Un dominio almost Dedekind è un dominio di Prüfer e quindi è inte-

gralmente chiuso.

2. Un dominio almost Dedekind ha dimensione uno.

3. Un dominio almost Dedekind D è un dominio di Dedekind se e solo

se D è noetheriano o anche se e solo se D ha il carattere di finitezza
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(ovvero se ogni elemento non nullo e non invertibile di D appartiene

solo a un numero finito di ideali massimali di D); ciò discende diretta-

mente dal Teorema 0.0.5. Una completa caratterizzazione dei domini

di Dedekind all’interno della classe dei domini almost Dedekind sarà

data nel Teorema 2.2.6.

4. Un dominio almost Dedekind locale è un DVR.

In un dominio di Dedekind ogni ideale con radicale un ideale primo è una

potenza del suo radicale. Il seguente teorema mostra che tale proprietà

caratterizza un dominio almost Dedekind.

Teorema 1.0.1. Sia D un dominio. Le seguenti affermazioni sono equiva-

lenti:

(i) D è almost Dedekind.

(ii) Ogni ideale di D con radicale un ideale primo è una potenza del suo

radicale.

(iii) Ogni ideale primario di D è potenza di un ideale massimale di D.

(iv) D ha dimensione uno e ogni ideale primario di D è una potenza del

suo radicale.

Dimostrazione. Nella dimostrazione si farà largo uso del seguente risultato

classico dell’algebra commutativa: sia R un anello e sia P un ideale primo

di R; allora esiste una corrispondenza biunivoca tra gli ideali primari di RP

e gli ideali primari di R contenuti in P .

(i)⇒ (ii) : Sia I un ideale di D tale che rad(I) = P sia un ideale primo non nullo.

Poiché D ha dimensione uno, P è massimale e, conseguentemente, I è

un ideale primario. Quindi IDP ∩D = I. Ma, essendo DP un DVR,

IDP = (PDP )n = PnDP , per qualche intero positivo n. Inoltre,

poiché P è massimale in D, Pn è P -primario. Ne segue che

I = IDP ∩D = PnDP ∩D = Pn,

ovvero I è potenza del suo radicale.
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(ii)⇒ (iii) : E’ sufficiente mostrare che, se ogni ideale di D con radicale un ideale

primo è una potenza del suo radicale, allora D ha dimensione uno.

Sia dunque P un ideale primo non nullo di D. Si mostrerà, inizial-

mente, che P è massimale sotto l’addizionale ipotesi che P è un ideale

primo minimale su un ideale principale (p). Se P è minimale su (p),

allora

rad(pDP ) ∩D = PDP ∩D = P,

e quindi, per ipotesi, pDP ∩ D = Pn, per qualche intero positivo n.

Ne segue che

pDP = (pDP ∩D)DP = PnDP = (PDP )n,

da cui PDP è invertibile. Questo implica che PDP ) (PDP )2 e,

conseguentemente, che P ) P 2. Allora

P = PDP ∩D ⊇ P 2DP ∩D = P (2) ⊇ P 2,

dove P (2) indica la potenza simbolica di P . Ne segue che rad(P (2)) =

P , da cui, per ipotesi, deve essere P (2) = P oppure P (2) = P 2; se

fosse P (2) = P si avrebbe P 2DP = PDP , che non è possibile. Quindi

P (2) = P 2 e P 2 è P -primario.

Scegliamo x ∈ P \P 2 e sia y un elemento di D\P . Allora P 2 +(xy) ha

radicale P e conseguentemente, essendo P 2 ⊆ P 2+(xy) ⊆ P , P 2+(xy)

deve essere, per ipotesi, uguale a P o P 2. Si osservi che l’elemento xy

non può essere in P 2 dal momento che P 2 è P -primario (x /∈ P 2 e

y /∈ P ). Se ne deduce che P 2 + (xy) = P e x ∈ P 2 + (xy), vale a dire

x = q+ dxy, con q ∈ P 2 e d ∈ D. Allora, poiché x(1− dy) = q ∈ P 2 e

x /∈ P 2, si ha 1−dy ∈ P e 1 ∈ P + (y). Dall’arbitrarietà di y in D \P ,

segue che P è massimale in D.

Nel caso generale, si scelga un elemento p non nullo di P . Allora P

contiene un ideale minimale primo P0 su (p) e, per quanto appena

mostrato, P0 è massimale in D. Quindi P = P0 e P è massimale. Ne

concludiamo che D ha dimensione uno.

(iii)⇒ (iv) : Chiaramente è sufficiente mostrare che D ha dimensione uno. Sia

dunque P un ideale primo di D. Poiché P è primario, esiste un ideale
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massimale M e un intero positivo n tale che P = Mn. Ma allora si ha

P = rad(P ) = rad(Mn) = rad(M) = M,

ovvero P è massimale.

(iv)⇒ (i) : Sia M un ideale massimale di D. Innanzitutto, poiché M ha altezza

uno, DM ha dimensione uno. Ne segue che ogni ideale proprio non

nullo J di DM ha per radicale l’ideale massimale MDM ed è, con-

seguentemente, MDM -primario. Allora J è estensione a DM di un

ideale M -primario I di D contenuto in M . Per ipotesi si ha quindi che

I = Mn, per qualche intero positivo n, da cui J = MnDM .

Risulta allora che {MnDM}∞n=1 è l’insieme degli ideali propri non nulli

di DM . Se ne conclude che DM è un DVR e quindi, dall’arbitrarietà

di M , che D è un dominio almost Dedekind.

Corollario 1.0.2. Sia D un dominio almost Dedekind. Se P è un ideale

primo di D allora non esistono ideali propriamente contenuti tra P 2 e P .

Dimostrazione. Osserviamo che, essendo DP un DVR, P 2 ( P . Si supponga

che esista un ideale I di D tale che P 2 ⊆ I ⊆ P . Allora rad(I) = P .

Inoltre, essendo D di dimensione uno, P è massimale. Se ne deduce che I

è primario e conseguentemente, per il Teorema 1.0.1, I è una potenza di P .

La conclusione segue dal fatto che non esistono potenze di P strettamente

comprese tra P 2 e P .

Corollario 1.0.3. Sia D un dominio almost Dedekind. Allora gli ideali

primari con radicale un fissato ideale primo di D sono totalmente ordinati

per inclusione.

Dimostrazione. Siano I e J due ideali di D con radicale l’ideale primo P .

Per il Teorema 1.0.1, I = Pn e J = Pm. Allora, se n ≥ m vale che I ⊆ J ,

altrimenti J ⊆ I.

Con il prossimo risultato si caratterizzano i domini almost Dedekind al-

l’interno della classe dei domini di Prüfer. In particolare, il punto (ii) del
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teorema seguente mette proprio in evidenza come la classe dei domini almost

Dedekind sia intermedia tra quella dei domini di Prüfer e quella dei domini

di Dedekind: la proprietà in esso riportata, nel caso dei domini di Prüfer è

limitata agli ideali finitamente generati, come evidenziato nel Teorema 0.0.1,

mentre nel caso dei domini di Dedekind essa è “ancor più vera” dal momento

che in questi ultimi ogni ideale è invertibile.

Teorema 1.0.4. Sia D un dominio. Le seguenti affermazioni sono equiva-

lenti:

(i) D è un dominio almost Dedekind.

(ii) Se I, J, H sono ideali non nulli di D tali che IH = JH, allora I = J ,

ovvero D soddisfa la legge di cancellazione per ideali.

(iii) D è un dominio di Prüfer di dimensione uno che non contiene ideali

massimali idempotenti.

(iv) D è un dominio di Prüfer tale che
⋂∞
n=1 I

n = (0) per ogni ideale

proprio I di D.

Dimostrazione.

(i)⇒ (ii) : Siano I, J,H ideali di D tali che IH = JH e sia {Mλ}λ∈Λ l’insieme

degli ideali massimali di D. Per ogni λ ∈ Λ si ha:

IDMλ
HDMλ

= (IH)DMλ
= (JH)DMλ

= JDMλ
HDMλ

.

Per ipotesi D è un dominio almost Dedekind e conseguentemente DMλ

è un DVR per ogni λ ∈ Λ. Ne segue che HDMλ
è principale e quin-

di invertibile. Si ottiene dunque IDMλ
= JDMλ

per ogni λ ∈ Λ.

Sfruttando a questo punto le proprietà sulle localizzazioni, si ha:

I =
⋂
λ∈Λ

IDMλ
=
⋂
λ∈Λ

JDMλ
= J

e questo dimostra il punto (ii).

(ii)⇒ (iii) : Per il Teorema 0.0.1 D è di Prüfer. Inoltre, poiché vale la legge di

cancellazione, D non può contenere ideali massimali idempotenti. Ri-

mane da far vedere che D ha dimensione uno. Sia P un ideale primo
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di D e sia x ∈ D\P . Essendo l’ideale P primo, e quindi P -primario, il

Teorema 0.0.3 garantisce che P = P [P + (x)], da cui, per la proprietà

di cancellazione, D = P + (x). Se ne conclude, per l’arbitrarietà di x

in D \P , che P è massimale in D e dunque che D ha dimensione uno.

(iii)⇒ (iv) : Sia I un ideale di D e sia M un ideale massimale che contiene I; allora

si ha
⋂∞
n=1 I

n ⊆
⋂∞
n=1M

n. Ne segue che è sufficiente considerare

il caso in cui I = M è un ideale massimale di D. Essendo M non

idempotente, ovvero M 6= M2, dal Teorema 0.0.3 si ha che {Mn}∞n=1 è

l’insieme degli ideali M -primari di D. Inoltre, sempre per il Teorema

0.0.3,
⋂∞
n=1M

n è un ideale primo adiacente a M . Dal fatto che, per

ipotesi, D ha dimensione uno, si ottiene che
⋂∞
n=1M

n = (0).

(iv)⇒ (i) : Si scelga un ideale massimale M di D; allora, poiché Mn è M -primario,

Mn = MnDM ∩D, per ogni intero positivo n. Ne segue che:

(0) =

∞⋂
n=1

Mn =

∞⋂
n=1

MnDM ∩D =

( ∞⋂
n=1

MnDM

)
∩D.

Questo implica che:
∞⋂
n=1

(MDM )n = (0).

Ora, essendo DM un dominio di valutazione (D è di Prüfer),⋂∞
n=1(MDM )n = (0) è un primo adiacente a MDM , da cui DM ha

dimensione uno. Inoltre MDM 6= M2DM . Queste considerazioni mo-

strano che DM è un DVR, da cui, per l’arbitrarietà di M , D è almost

Dedekind.

In analogia con il fatto che ogni sopra-anello di un dominio di Prüfer è un

dominio di Prüfer (Teorema 0.0.4), vale il seguente risultato.

Proposizione 1.0.5. Se D è un dominio almost Dedekind allora ogni sopra-

anello di D è almost Dedekind.

Dimostrazione. Sia D′ un sopra-anello di D e sia Q un ideale primo non

nullo di D′. Se P = Q ∩D è la contrazione di Q in D, allora P è un ideale
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primo non nullo e, per ipotesi, DP è un DVR. Allora si ha

DP ⊆ (D′)Q ⊆ K,

dove K è il campo dei quozienti di D. Poiché un DVR è privo di sopra-

anelli propri, (D′)Q = DP è un DVR (questo poteva anche essere subito

dedotto dal Teorema 0.0.4) e conseguentemente, per l’arbitrarietà di Q, D′

è un dominio almost Dedekind.

La chiusura integrale di un dominio di Prüfer in una qualsiasi estensione

algebrica del suo campo dei quozienti, anche infinita, è ancora un dominio

di Prüfer, come asserito dal seguente teorema.

Teorema 1.0.6. Sia D un dominio di Prüfer con campo dei quozienti K e

sia L un’estensione algebrica di K. Allora D∗, la chiusura integrale di D in

L, è un dominio di Prüfer.

Dimostrazione. Sia M un ideale massimale di D∗ e sia P = M ∩ D. Se

S = D \ P , allora S−1D∗ è la chiusura integrale in L di S−1D = DP .

Essendo D di Prüfer, DP è un dominio di valutazione e, conseguentemente,

S−1D∗ è un dominio di Prüfer per il Teorema 0.0.7. Ora, osservando che

M ∩ S = ∅, si ha che S−1M è un ideale massimale di S−1D∗ e quindi

(S−1D∗)S−1M = D∗M è un dominio di valutazione (che estende DP in L).

Se ne conclude che D∗ è un dominio di Prüfer.

In generale, invece, la chiusura integrale di un dominio almost Dedekind

in un’estensione algebrica del suo campo dei quozienti non è sempre un

dominio almost Dedekind; ad esempio la chiusura integrale di Z nel campo

A dei numeri algebrici è un dominio di Prüfer di dimensione uno in cui tutti

gli ideali primi sono idempotenti (vedi Proposizione 4.0.1). Affinchè l’asserto

sia vero, bisogna anche supporre che l’estensione sia finita. Vale, infatti, il

seguente teorema.

Teorema 1.0.7. Sia D un dominio integralmente chiuso con campo dei quo-

zienti K; sia L un’estensione algebrica di K e sia D∗ la chiusura integrale

di D in L.

(a) Se [L : K] <∞ e se D è almost Dedekind (risp. Dedekind), allora D∗

è almost Dedekind (risp. Dedekind).
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(b) Se D∗ è almost Dedekind (risp. Dedekind) allora D è almost Dedekind

(risp. Dedekind).

Prima di dare la dimostrazione del teorema precedente, è necessario richia-

mare un ulteriore risultato dell’algebra commutativa.

Proposizione 1.0.8. Sia D un dominio integralmente chiuso con campo

dei quozienti K; sia L un’estensione algebrica di K e sia D∗ la chiusura

integrale di D in L. Se M è un ideale primo di D∗ e P = M ∩D, allora

D∗M ∩K = DP .

Dimostrazione. E’ chiaro che DP è contenuto in D∗M ∩K.

Per ottenere l’inclusione inversa, si osservi per prima cosa che si può as-

sumere che L sia un’estensione normale di K. Infatti, se E è la chiusura

normale di L in K, D la chiusura integrale di D∗ in E e N un ideale pri-

mo di D che si contrae su M , allora N ∩D = P e D∗M ⊆ DN ∩ L, da cui

D∗M ∩K ⊆ DN ∩K. Pertanto se DN ∩K ⊆ DP , vale anche D∗M ∩K ⊆ DP .

Sia dunque {Mα} l’insieme degli ideali primi di D∗ che si contraggono su

P . Gli Mα sono coniugati in K, cioè, per ogni α, esiste un automorfi-

smo σα di L su K, tale che σα(M) = Mα [10, Teorema 12.4]. Segue che

σα(D∗M ) = D∗Mα
. Quindi

D∗M ∩K = D∗Mα
∩K =

⋂
α

(D∗Mα
∩K). (1.1)

Sia S = D \ P . Allora S−1D∗ è intero su S−1D = DP , da cui, essendo D

integralmente chiuso e, conseguentemente, S−1D integralmente chiuso, si ha

S−1D∗ ∩K = S−1D. (1.2)

Inoltre, {Mα} è l’insieme degli ideali di D∗ massimali rispetto alla proprietà

di essere disgiunti da S. Quindi {S−1Mα} è l’insieme degli ideali massimali

di S−1D∗. Poiché, dalle proprietà degli anelli di quozienti, per ogni α vale

D∗Mα
= (S−1D∗)S−1Mα

,

si ha:

S−1D∗ =
⋂
α

(S−1D∗)S−1Mα
=
⋂
α

D∗Mα
. (1.3)
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Quindi, da (1.1), (1.2) e (1.3), otteniamo:

D∗M ∩K =
⋂
α

(D∗Mα
∩K) =

(⋂
α

D∗Mα

)
∩K = S−1D∗∩K = S−1D = DP .

Dimostrazione del Teorema 1.0.7.

(a) Sia M un ideale massimale di D∗. Allora P = M ∩ D è un ideale

massimale di D. Ragionando come nella dimostrazione del Teorema

1.0.6, si ottiene che D∗M è un dominio di valutazione su L che estende

DP . Poiché D è un dominio almost Dedekind, DP è un DVR. Ma

allora, per il Teorema 0.0.6, essendo [L : K] < ∞, anche D∗M è un

DVR. Segue che D∗ è un dominio almost Dedekind.

Si supponga ora che D sia un dominio di Dedekind. Allora, per quanto

appena dimostrato, D∗ è un dominio almost Dedekind. Per mostrare

che D∗ è di Dedekind, faremo vedere che ogni elemento non nullo e non

invertibile y di D∗ appartiene a un numero finito di ideali massimali di

D∗. Sia dunque d un elemento non nullo e non invertibile di yD∗ ∩D.

Poiché D è di Dedekind, esiste un numero finito di ideali massimali

P1, . . . , Pn di D contenenti d. Essendo [L : K] < ∞, esiste, per ogni

1 ≤ i ≤ n, solo un numero finito di ideali massimali {Mij}kij=1 di D∗ che

si contraggono su Pi (Teorema 0.0.7). Se M è un ideale massimale di

D∗ contenente y, allora M ∩D è un ideale massimale di D contenente

d. Quindi M ∩D ∈ {Pi}ni=1 e M ∈ {Mij |1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ki}.

(b) Sia P un ideale massimale di D. Allora, essendo D ⊆ D∗ un’esten-

sione intera, per il teorema del lying over [2, Teorema 5.10], esiste un

ideale massimale M di D∗ tale che M ∩D = P . Essendo D∗ almost

Dedekind, D∗M è un DVR. Per il Teorema 1.0.8, D∗M ∩ K = DP ,

da cui anche DP è un DVR per il Teorema 0.0.6. Quindi D è almost

Dedekind.

Se ora D∗ è un dominio di Dedekind, allora, per quanto appena dimo-

strato, D è un dominio almost Dedekind. Sia dunque d un elemento

non nullo e non invertibile di D e sia P un ideale massimale di D

contenente d. Allora P è contrazione di un ideale massimale M di D∗
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contenente d. Ma poiché, per ipotesi, D∗ è un dominio di Dedekind,

esiste solo un numero finito di ideali massimali di D∗ contenenti d e,

conseguentemente, anche il numero di ideali massimali di D contenenti

d sarà finito. Se ne conclude che D è un dominio di Dedekind.
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Capitolo 2

Proprietà (])

Nel suo articolo Overrings of Prüfer domains del 1966 [9], Gilmer introdusse

la nozione di proprietà (]): un dominio D ha la proprietà (]) se, per ogni

coppia di sottoinsiemi ∆1 e ∆2 di Max(D) che verifichino
⋂
M∈∆1

DM =⋂
M∈∆2

DM , si ha ∆1 = ∆2. Un dominio con la proprietà (]) prende il nome

di ]-dominio.

Dopo aver dato, nella Sezione 2.1, alcuni risultati preliminari sulla proprietà

(]), si vedrà, nella Sezione 2.2, che, se D è un dominio di Prüfer di dimensio-

ne uno, allora D ha la proprietà (]) se e solo se ogni ideale massimale di D è

il radicale di un ideale finitamente generato; in particolare, ogni dominio di

Dedekind, essendo noetheriano, è uno ]-dominio. Da tali risultati si evincerà

poi facilmente che un dominio almost Dedekind è uno ]-dominio se e solo se

è un dominio di Dedekind. Questo segna una chiara differenza tra i domini

di Dedekind e i domini almost Dedekind non noetheriani.

Per snellire la notazione, in questo capitolo ∆ denoterà l’insieme degli ideali

massimali di D. Inoltre, dato P ∈ ∆, denoteremo con ∆P l’insieme ∆\{P}.

2.1 Risultati preliminari sulla proprietà (])

Definizione. Sia D un dominio. D gode della proprietà (]), ovvero D è

uno ]-dominio, se per ∆1 e ∆2, sottoinsiemi distinti di ∆, vale che⋂
M∈∆1

DM 6=
⋂

M∈∆2

DM .
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Un dominio locale è l’esempio più banale di ]-dominio.

Proposizione 2.1.1. D ha la proprietà (]) se e solo se, per ogni P ∈ ∆, si

ha ⋂
M∈∆P

DM * DP .

Dimostrazione. Sia D un dominio che goda della proprietà (]). Se per

assurdo
⋂
M∈∆P

DM ⊆ DP , allora si avrebbe:

⋂
M∈∆P

DM =

 ⋂
M∈∆P

DM

 ∩DP =
⋂
M∈∆

DM

con ∆P 6= ∆, contraddicendo la proprietà (]).

Viceversa, consideriamo ∆1 e ∆2 sottoinsiemi distinti di ∆; senza perdita di

generalità, si può supporre che esista P ∈ ∆1 \∆2. Allora

DP ⊇
⋂

M∈∆1

DM , ma DP +
⋂

M∈∆P

DM ⊆
⋂

M∈∆2

DM .

Conseguentemente
⋂
M∈∆1

DM +
⋂
M∈∆2

DM e quindi, in particolare,⋂
M∈∆1

DM 6=
⋂
M∈∆2

DM . Se ne conclude che D ha la proprietà (]).

Proposizione 2.1.2. Se, per ogni P ∈ ∆, P *
⋃
M∈∆P

M , allora D ha la

proprietà (]).

Dimostrazione. Sia p ∈ P \
⋃
M∈∆P

M ; allora

1

p
∈

 ⋂
M∈∆P

DM

 \DP .

Ne segue che D ha la proprietà (]), per la Proposizione 2.1.1.

Si osservi che, se D ha dimensione uno, la condizione che P *
⋃
M∈∆P

M è

equivalente al fatto che P sia il radicale di un ideale principale, ovvero alla

condizione che esista un ideale P -primario di D che sia principale. Infatti,

scegliendo p ∈ P \
⋃
M∈∆P

M , si ha che rad((p)) = P in quanto P è l’unico

primo che contiene (p).

Una diretta conseguenza della Proposizione 2.1.2 è il seguente risultato.
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Proposizione 2.1.3. Ogni dominio noetheriano è uno ]-dominio. In par-

ticolare un dominio di Dedekind è uno ]-dominio.

Dimostrazione. Sia D un dominio noetheriano. Per la Proposizione 2.1.2

sarà sufficiente mostrare che per ogni P ∈ ∆, P *
⋃
M∈∆P

M .

Sia dunque P = (f1, . . . , fn) un ideale massimale di D. Supponiamo, per

assurdo, che P ⊆
⋃
M∈∆P

M . Allora, per ogni i, esiste Mi ∈ ∆P tale che

fi ∈Mi. Ne segue che P ⊆
⋃n
i=1Mi. Per il “Prime Avoidance Theorem” [2,

Proposizione 1.11] esiste i tale che P ⊆ Mi, da cui, essendo P massimale,

deve essere P = Mi; ciò rappresenta una contraddizione, poiché Mi 6= P .

Si noti, inoltre, che la Proposizione 2.1.2 non si inverte in generale, ma ciò

avviene nel caso in cuiD gode della proprietà QR1, come diretta conseguenza

del risultato seguente.

Proposizione 2.1.4. Sia D un dominio che gode della proprietà QR; se

{Pα} è un insieme di ideali primi di D e se P è un ideale primo distinto

da ogni Pα, allora le affermazioni “P ⊆
⋃
Pα ” e “DP ⊇

⋂
DPα” sono

equivalenti.

Dimostrazione. Nella dimostrazione della Proposizione 2.1.2 abbiamo mo-

strato indirettamente che, se DP ⊇
⋂
DPα , allora P ⊆

⋃
Pα. Vicever-

sa, supponiamo che P ⊆
⋃
Pα e poniamo S = D \

⋃
Pα; allora, essendo

DP ⊇ S−1D, sarà sufficiente mostrare che S−1D =
⋂
DPα . Il contenimento

S−1D ⊆
⋂
DPα è banale. Viceversa, si osservi innanzitutto, che, essendo⋂

DPα un sopra-anello di D, esso è, per ipotesi, un anello di quozienti; sia

dunque x ∈ D tale che 1/x ∈
⋂
DPα . Allora, per ogni α, 1/x = rα/yα, con

rα ∈ D e yα /∈ Pα. Quindi yα = rαx /∈ Pα e, conseguentemente, x /∈ Pα.

Dall’arbitrarietà di α, x /∈
⋃
Pα, da cui 1/x ∈ S−1D.

Segue allora direttamente dalla proposizione precedente e dalle osservazioni

fatte il seguente corollario.

1Un dominio D gode della proprietà QR se ogni suo sopra-anello è un anello di quozienti

di D.
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Corollario 2.1.5. Sia D un dominio uno-dimensionale che gode della pro-

prietà QR. Allora D gode della proprietà (]) se e solo se ogni ideale massi-

male di D è il radicale di un ideale principale.

Dal Corollario 2.1.5 si può dedurre, in particolare, che se D è un dominio

almost Dedekind che gode della proprietà QR, allora D è uno ]-dominio se

e solo se D è un dominio di Dedekind. Supponiamo, infatti, che D sia un

dominio almost Dedekind che abbia la proprietà QR e supponiamo, inoltre,

che D goda della proprietà (]). Allora il Corollario 2.1.5 mostra che, se M

è un ideale massimale in D, esiste m ∈ M tale che (m) sia M -primario.

Per il Teorema 1.0.1, (m) = Mk per qualche intero positivo k, ovvero M è

invertibile. Ciò implica che D è un dominio di Dedekind.

Si mostrerà più avanti, nel Teorema 2.2.6, che tale risultato vale nel caso

generale di un qualsiasi dominio almost Dedekind, che non goda necessaria-

mente della proprietà QR.

2.2 Domini di Prüfer e proprietà (])

In questa sezione assumeremo che D sia un dominio di Prüfer, per cui avre-

mo che DM è un anello di valutazione per ogni ideale massimale M di D.

Potremo, pertanto, sempre considerare la valutazione associata a DM , per

ogni ideale massimale M . Il risultato principale è quello enunciato nel Teo-

rema 2.2.6, il quale mostra che se D è un dominio almost Dedekind, allora

D gode della proprietà (]) se e solo se D è un dominio di Dedekind.

La seguente proposizione afferma in particolare che un dominio di Prüfer

uno-dimensionale con il carattere di finitezza è uno ]-dominio, e, conseguen-

temente, ribadisce che ogni dominio di Dedekind è uno ]-dominio.

Proposizione 2.2.1. Sia D un dominio di dimensione uno. Una condizione

sufficiente affinché D abbia la proprietà (]) è che ogni ideale massimale di

D contenga un elemento che sia contenuto solo in un numero finito di ideali

massimali di D.

Dimostrazione. Sia M un ideale massimale di D e sia {Mα} = ∆\{M}. Sia

v la valutazione associata a DM e vα la valutazione associata a DMα . Sia m
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un elemento non nullo di M che sia contenuto in un numero finito di ideali

massimali di D distinti da M , siano {Mi}ni=1. Allora per t ∈ (
⋂n
i=1Mi) \M

e per un’opportuna scelta di un intero positivo k, si ha vα(tk/m) = kvα(t)−
vα(m) ≥ 0 per ogni α, mentre v(tk/m) = kv(t)−v(m) = −v(m) < 0. Allora

tk/m ∈ (
⋂
DMα) \DM e, dalla Proposizione 2.1.1, se ne conclude che D ha

la proprietà (]) come asserito.

Il nostro intento vuole essere ora quello di mostrare che il carattere di fi-

nitezza è anche necessario affinchè un dominio di Prüfer uno-dimensionale

abbia la proprietà (]). Diamo, a tale scopo, alcuni risultati intermedi.

Lemma 2.2.2. Sia D un dominio di dimensione uno tale che il radicale di

Jacobson di D sia non nullo. Se ∆ = {Mβ} e se Mα ∈ ∆ è il radicale di un

ideale generato da due elementi, allora esiste mα ∈Mα tale che 1−mα ∈Mβ

per ogni β 6= α.

Dimostrazione. Sia x 6= 0 tale che x ∈ Jac(D) =
⋂
Mβ∈∆Mβ. Se vβ è la

valutazione associata a DMβ
, allora vβ(x) > 0, per ogni β. Per ipotesi,

esistono t, u ∈ Mα tali che Mα = rad((t, u)). Esiste, allora, un intero n

tale che vα(tn) > vα(x), vα(un) > vα(x). Quindi, posto B = (tn, un, x),

si ha rad(B) = Mα e vα(x) ≤ vα(y), per ogni y ∈ B. Ora (x) ⊆ B e B

è invertibile, in quanto è un ideale finitamente generato in un dominio di

Prüfer. Ne segue che B divide (x), cioè (x) = AB per qualche ideale A di

D. Si ha allora x =
∑n

i=1 aibi, con ai ∈ A e bi ∈ B per ogni i, da cui

vα(x) ≥ min
i

(vα(aibi)) = vα(ai0bi0) = vα(ai0) + vα(bi0) ≥ vα(x);

ma vα(bi0) ≥ vα(x), per l’osservazione sui valori di vα sugli elementi di B.

Quindi deve essere vα(ai0) = 0, vale a dire ai0 ∈ A\Mα e, conseguentemente,

A *Mα.

Si osservi che per β 6= α si ha che B * Mβ, altrimenti si avrebbe Mα =

rad(B) ⊆ Mβ, contraddicendo la massimalità di Mα; esiste quindi bβ ∈
B \ Mβ, per ogni β. Mostriamo che questo implica che A ⊆

⋂
β 6=αMβ;

supponiamo infatti che esista β 6= α tale che A * Mβ; allora, preso aβ ∈
A\Mβ, si avrebbe aβbβ ∈ AB = (x) ⊆Mβ con aβ, bβ /∈Mβ, contraddicendo

la primalità di Mβ.
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Scegliamo ora aα ∈ A \Mα. Poiché Mα è massimale si ha Mα + (aα) = D,

ovvero mα + daα = 1, per qualche mα ∈ Mα, d ∈ D. Quindi, per β 6=
α, 1−mα = daα ∈Mβ.

Lemma 2.2.3. Sia R un anello e sia {Mλ}λ∈Λ l’insieme degli ideali massi-

mali di R. Se, per ogni λ ∈ Λ, esiste mλ ∈Mλ tale che 1−mλ ∈
⋂
µ6=λMµ,

allora Λ è un insieme finito.

Dimostrazione. Si supponga che Λ non sia finito. Allora esiste un ordine

< di Λ per il quale Λ non possiede elementi massimali. Allora, per λ ∈ Λ,

definiamo

Aλ =
⋂
β>λ

Mβ.

Per ipotesi, 1−mλ ∈ Aλ\Mλ per ogni λ, da cui Aλ *Mλ per ogni λ. Inoltre

{Aλ}λ∈Λ è una catena di ideali propri di R. Allora A =
⋃
Aλ è ancora un

ideale proprio di R, poiché 1 /∈ Aλ per ogni λ. Ma, per la scelta degli Aλ,

A non è contenuto in nessun ideale massimale di R, il che rappresenta una

contraddizione. Se ne deduce che Λ è finito come asserito.

Il seguente teorema fornisce una caratterizzazione dei domini di Prüfer uno-

dimensionali che godono della proprietà (]). In particolare, esso mostra che,

se D è un dominio di Prüfer uno-dimensionale, allora D è uno ]-dominio se

e solo se ogni ideale massimale contiene un ideale finitamente generato che

non sia contenuto in altri ideali massimali, se e solo se ogni ideale massimale

è il radicale di un ideale finitamente generato.

Teorema 2.2.4. Se D ha dimensione uno e se ∆ = {Mβ}, allora, dato

Mα ∈ ∆, le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) DMα +
⋂
β 6=αDMβ

.

(ii) Mα è il radicale di un ideale con due generatori.

(iii) Mα è il radicale di un ideale finitamente generato.

Dimostrazione.
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(i)⇒ (ii) : Sia ∆′ = {Mλ} = ∆ \Mα e sia vβ la valutazione associata a DMβ

per ogni β. Poiché, per ipotesi, DMα +
⋂
DMλ

, esiste un elemento
a
b tale che a

b ∈ DMλ
per ogni λ e a

b /∈ DMα ; ne segue che vα
(
a
b

)
< 0

e vλ
(
a
b

)
≥ 0 per ogni λ. Quindi vα

(
b
a

)
> 0, da cui b

a ∈ MαDMα .

Sia b
a = s

t dove s ∈ Mα e t ∈ D \Mα. Allora vα(t) = 0 < vα(s) e

vλ(t) ≥ vλ(s) per ogni λ.

Sia ora Ω′ l’insieme degli Mλ che contengono s e si ponga Ω = Ω′ ∪
{Mα}. Chiaramente Ω è l’insieme degli ideali massimali di D conte-

nenti s. Si noti che, se P ∈ ∆ e se P ⊆
⋃
T∈Ω T , allora P ∈ Ω; infatti

se per assurdo P /∈ Ω, o equivalentemente se s /∈ P , allora, essendo

P massimale, P + (s) = D da cui esistono p ∈ P e d ∈ D tali che

p + ds = 1. Ma allora p non può appartenere a T , per T ∈ Ω, da cui

p ∈ P \
(⋃

T∈Ω T
)
, cioè P *

⋃
T∈Ω T . Questa osservazione mostra che,

se S = D\
(⋃

T∈Ω T
)

e se D′ = S−1D, allora {TD′}T∈Ω è l’insieme de-

gli ideali massimali di D′. Dal Teorema 0.0.4 D′ è un dominio di Prüfer

di dimensione uno. Inoltre, se Mβ ∈ Ω, il fatto che DMβ
= D′MβD′

implica che vβ è la valutazione associata a D′MβD′
. Per ogni Mβ ∈ Ω′

si ha, dunque, vβ(t) ≥ vβ(s) > 0, mentre vα(s) > vα(t) = 0. Quindi

tD′ *MαD
′ e tD′ ⊆

⋂
Mβ∈Ω′MβD

′. Poiché MαD
′ è massimale in D′,

MαD
′ + tD′ = D′ e, conseguentemente, esistono u ∈ MαD

′ e d′ ∈ D′

tali che u+d′t = 1; ciò implica inoltre che u /∈MβD
′ per ogni Mβ ∈ Ω′,

ovvero u /∈
⋃
Mβ∈Ω′MβD

′. Possiamo assumere, senza perdità di ge-

neralità, che u ∈ Mα. Faremo dunque vedere che B = (s, u) ⊆ D ha

radicale Mα. Chiaramente B ⊆ Mα. Se Mλ ∈ ∆′ \ Ω′, allora s /∈ Mλ,

da cui B *Mλ. Inoltre se Mλ ∈ Ω′, allora u /∈MλD
′, da cui u /∈Mλ,

che a sua volta implica B * Mλ. Quindi, essendo Mα l’unico ideale

primo che contiene B, si ha rad(B) = Mα e la (ii) risulta dimostrata.

(ii)⇒ (iii) : Banale.

(iii)⇒ (ii) : Si supponga che Mα = rad(B), dove B = (b1, b2, . . . , bn). Essendo B

finitamente generato e D di Prüfer, B è invertibile, da cui B ) BMα.

Sia b ∈ B \BMα; allora, B−1(b) *Mα. Da questo e dal fatto che Mα

è l’unico ideale massimale di D che contiene B, segue che deve essere

B +B−1(b) = D e, conseguentemente, B = B2 + (b). Quindi per ogni
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bi ∈ B esistono aij ∈ B e ri ∈ D tali che

bi =

n∑
j=1

aijbj + rib

o, equivalentemente,

n∑
j=1

(δij − aij)bj = rib.

Se ‖δij − aij‖ = u è il determinante di questo sistema, dalla regola di

Cramer si ha che ubj ∈ (b) per ogni j. Ma u è della forma 1 − t per

qualche t ∈ B, di modo che bj − bjt ∈ (b) per ogni j. Se ne deduce che

B = (t, b), da cui la (ii) risulta dimostrata.

(ii)⇒ (i) : Si supponga che Mα = rad((a, b)) e si fissi x ∈ Mα, con x 6= 0. Se

{Mr} è l’insieme degli ideali massimali di D che contengono x, S =

D \ (
⋃
Mr) e

D′ = S−1D,

si ottiene, come nella dimostrazione di (i)⇒ (ii), che D′ è un dominio

di Prüfer uno-dimensionale e {MrD
′} è l’insieme degli ideali massimali

di D′. Quindi x ∈ Jac(D′) e MαD
′ = rad((a, b))D′. Il Lemma 2.2.2

mostra che esistono tα ∈Mα, s ∈ S tali che

tα
s
∈MαD

′,
s− tα
s

= 1− tα
s
∈MrD

′,

per ogni r 6= α.

Quindi tα ∈ Mα \
(⋂

r 6=αMr

)
e s − tα ∈

(⋂
r 6=αMr

)
\Mα. Queste

osservazioni implicano che, se N = {t i
α }∞i=1, nel dominio

D′′ = N−1D′,

{MrD
′′}r 6=α è l’insieme degli ideali massimali.

Inoltre s− tα ∈
⋂
r 6=αMrD

′′ = rad(xD′′). Quindi (s− tα)k ∈ xD′′ per

qualche intero positivo k, da cui

(s− tα)k

x
= ξ ∈ D′′.
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Conseguentemente vr(ξ) ≥ 0 per ogni r 6= α. E, per ogni Mβ ∈ ∆ tale

che x /∈Mβ, chiaramente vale vβ(ξ) ≥ 0. In più

vα(ξ) = kvα(s− tα)− vα(x) = −vα(x) < 0.

In conclusione si ha ξ ∈
(⋂

β 6=αDMβ

)
\ DMα e la (i) risulta cos̀ı

dimostrata.

Corollario 2.2.5. Sia D un dominio di Prüfer di dimensione uno. D è

uno ]-dominio se e solo se ogni elemento non nullo e non invertibile di D

appartiene a un numero finito di ideali massimali.

Dimostrazione. Se ogni elemento non invertibile di D è contenuto in un

numero finito di ideali massimali di D, allora D è uno ]-dominio, come

conseguenza diretta della Proposizione 2.2.1.

Viceversa sia x un elemento non invertibile di D e sia {Mr} l’insieme degli

ideali massimali di D che contengono x. Sia Mα ∈ {Mr}; essendo D uno

]-dominio, il Teorema 2.2.4 garantisce che Mα è radicale di un ideale gene-

rato da due elementi. Ragionando, allora, come nel punto (ii) ⇒ (i) della

dimostrazione del Teorema 2.2.4, si può costruire un sopra-anello D′ di D

tale che:

1. D′ è un dominio di Prüfer uno-dimensionale.

2. Jac(D′) 6= 0.

3. {MrD
′} è l’insieme degli ideali massimali di D′.

4. MαD
′ è il radicale di un ideale generato da due elementi.

Applicando, allora, consecutivamente il Lemma 2.2.2 e il Lemma 2.2.3, si

ottiene che {MrD
′} è un insieme finito, ovvero che {Mr} è un insieme finito,

come volevasi dimostrare.

Si dispone, ora, di tutti gli strumenti necessari per dimostrare il teorema

più importante di questa sezione.
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Teorema 2.2.6. Sia D un dominio almost Dedekind. Le seguenti afferma-

zioni sono equivalenti:

(i) D è un dominio di Dedekind.

(ii) D è uno ]-dominio.

(iii) Ogni elemento non nullo e non invertibile di D è contenuto in un

numero finito di ideali massimali, ovvero D ha il carattere di finitezza.

(iv) D è noetheriano.

(v) Ogni ideale massimale di D è invertibile.

Dimostrazione. Le equivalenze (i) ⇔ (iii), (i) ⇔ (iv) e (i) ⇔ (v) sono già

note (Teorema 0.0.5, osservando, per la terza, che D ha dimensione uno).

Infine l’equivalenza (ii)⇔ (iii) è il Corollario 2.2.5.
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Capitolo 3

Fattorizzazione di ideali nei

domini almost Dedekind

Nel 1927 E. Noether mostrò in [27] che un dominio è di Dedekind se e solo

se ogni ideale proprio non nullo si fattorizza in modo unico come prodotto

di ideali massimali. Successivamente, Kubo nel 1940, e Matsusita nel 1944,

migliorarono tale caratterizzazione, arrivando a dimostrare che un dominio

è di Dedekind se e solo se ogni ideale proprio si fattorizza in ideali primi (a

priori non massimali). Per questo motivo, appena si esce fuori dalla classe

dei domini di Dedekind (se si considera, ad esempio, un dominio almost

Dedekind non noetheriano), si è costretti a rinunciare a una siffatta fatto-

rizzazione in primi per ogni ideale proprio, o, per lo meno, a limitarla a

una classe di ideali che godano di particolari proprietà. Ad esempio Gilmer

mostrò che, in un dominio almost Dedekind, tale fattorizzazione in primi è

sicuramente possibile per gli ideali primari, i quali risultano infatti potenze

del loro ideale radicale (primo) [8, Teorema 1], e anche per quegli ideali che

sono contenuti in un numero finito di ideali massimali [10, Teorema 37.5].

Tutte le fattorizzazioni che considereremo saranno dunque variazioni e gene-

ralizzazioni della fattorizzazione di ogni ideale proprio come prodotto finito

di ideali primi. Le modifiche riguarderanno da una parte gli ideali che ap-

paiono nella fattorizzazione e dall’altra la classe di ideali da fattorizzare.

La prima variazione che faremo (Sezione 3.1) sarà quella di rimpiazzare i

fattori primi con ideali radicali. Un ideale I ha una fattorizzazione radicale
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se esiste un numero finito di ideali radicali J1, . . . , Jn tali che I = J1 · · · Jn.

In un articolo del 1978 [30], Vaughan e Yeagy studiarono i domini in cui

ogni ideale proprio presentasse una fattorizzazione radicale e li denomina-

rono SP-domini. Uno dei loro principali risultati è che un SP-dominio è un

dominio almost Dedekind [30, Teorema 2.4]. Esistono invece domini almost

Dedekind che non sono SP-domini, il che mostra che gli SP-domini costi-

tuiscono un sottoinsieme proprio dell’insieme dei domini almost Dedekind.

La prima completa caratterizzazione degli SP-domini all’interno della classe

dei domini almost Dedekind è dovuta a Olberding [28, Teorema 2.1].

Nella Sezione 3.2, l’approccio sarà quello di porre delle restrizioni sul tipo

di ideali da fattorizzare. Dato un dominio almost Dedekind D, si limi-

terà quindi l’attenzione alla classe degli ideali frazionari finitamente gene-

rati e si introdurrà la nozione di famiglia fattorizzante. Una famiglia fat-

torizzante (se esiste) è un insieme indicizzato di ideali finitamente generati

{Jα|JαDα = PαDPα , Pα ∈ Max(D)} tale che ogni ideale frazionario finita-

mente generato sia prodotto finito di potenze (non necessariamente positive)

di ideali di tale famiglia. Loper e Lucas in [24] esaminarono il problema di

determinare in quali casi un dominio almost Dedekind possieda una famiglia

fattorizzante e racchiusero il loro principale risultato in [24, Corollario 2.4].

Tuttavia è ancora aperto il problema di stabilire se una famiglia fattorizzante

esista per ogni dominio almost Dedekind.

3.1 Fattorizzazione in ideali radicali

In questa sezione caratterizzeremo quei domini D in cui ogni ideale è pro-

dotto di ideali radicali (si ricorda che un ideale è detto radicale o semiprimo

o SP-ideale se esso coincide con il suo radicale) e ne studieremo le relazioni

con i domini almost Dedekind.

Introduciamo la seguente definizione.

Definizione. Un dominio D ha la proprietà SP o, equivalentemente, è un

SP-dominio se ogni ideale è prodotto di ideali radicali.

Un dominio di Dedekind è un SP-dominio; questo segue direttamente dal

fatto che in un dominio di Dedekind ogni ideale proprio si fattorizza in ideali
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primi.

Ciò non è vero per un dominio almost Dedekind e lo dimostrano Butts e

Yeagy nel loro articolo “Finite bases for integral closures” del 1976 [5], in

cui riportano un esempio di dominio almost Dedekind non noetheriano che

non è un SP-dominio. Vale, invece, il viceversa, ovvero che un SP-dominio

è un dominio almost Dedekind, come dimostrano Vaughan e Yeagy nel loro

articolo “Factoring ideals into semiprime ideals” del 1978 [30]; nello stesso

articolo, partendo da una costruzione data da Heinzer e Ohm in [17], viene

anche fornito un esempio non noetheriano di SP-dominio. Anche la costru-

zione di Nakano, in [25], della chiusura integrale di Z nel campo numerico

ottenuto aggiungendo a Q tutte le radici p-esime dell’unità è un esempio

non noetheriano di SP-dominio. Tutte queste considerazioni mostrano, in-

somma, che gli SP-domini costituiscono una sotto-classe propria all’interno

della classe dei domini almost Dedekind.

La dimostrazione del fatto che un SP-dominio è un dominio almost De-

dekind, che verrà data nel Teorema 3.1.8, deve essere preceduta da alcuni

risultati intermedi.

Proposizione 3.1.1. Se un dominio D gode della proprietà SP, allora lo

stesso vale per DP e D/P , per ogni ideale primo P di D.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, se J è un ideale radicale di D,

allora JDP è un ideale radicale di DP .

Sia dunque B un ideale di DP . Allora esiste un ideale A, in D, tale che

B = ADP . Per ipotesi,

A =

n∏
i=1

Ji,

con Ji = rad(Ji) per ogni i. Ma allora

B =
n∏
i=1

(JiDP ),

con JiDP = rad(JiDP ) e, conseguentemente, DP è un SP-dominio.

Consideriamo ora D := D/P e sia J un ideale radicale di D contenente

P . Allora

rad

(
J

P

)
=

rad(J)

P
=
J

P
,
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ovvero anche J/P è radicale.

Sia dunque B un ideale di D e sia A un ideale di D contenente P tale che

B = A/P . Per ipotesi,

A =
n∏
i=1

Ji,

dove Ji è un ideale radicale di D contenente P per ogni i. Ne segue che

B =
n∏
i=1

Ji
P

è prodotto di ideali radicali di D.

Proposizione 3.1.2. Se un dominio D gode della proprietà SP, allora ogni

ideale primario di D è potenza del suo radicale.

Dimostrazione. Sia Q un ideale primario con radicale P tale che Q ( P .

Per ipotesi

Q =

n∏
i=1

Ji,

con Ji = rad(Ji), per ogni i. Allora, ricorrendo alle proprietà del radicale,

si ha:

P = rad(Q) = rad

(
n∏
i=1

Ji

)
=

n⋂
i=1

rad(Ji) =

n⋂
i=1

Ji ⊆ Ji, per ogni i.

Inoltre, da P ) Q =
∏n
i=1 Ji, si ottiene che esiste h tale che P ⊇ Jh, il

che, unito alla relazione precedente, implica P = Jh. E’ possibile riordinare

J1, . . . , Jn in modo tale che P = Ji per 1 ≤ i ≤ k e P ( Ji per i > k. Ne

segue che

Q = P k
∏
i>k

Ji

e quindi che Q ⊆ P k. Supponiamo che P k * Q. Allora, essendo Q un ideale

P -primario, deve essere
∏
i>k Ji ⊆ P , da cui Jh ⊆ P per qualche h > k; ciò

implica che esiste h > k tale che P = Jh e conduce a una contraddizione.

Quindi P k ⊆ Q, da cui P k = Q.

Corollario 3.1.3. Un SP-dominio di dimensione uno è un dominio almost

Dedekind.
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Dimostrazione. La tesi discende direttamente dalla Proposizione 3.1.2 e dal

Teorema 1.0.1.

Proposizione 3.1.4. Sia V un dominio di valutazione. Se V è un SP-

dominio, allora V è un DVR.

Dimostrazione. Sia I un ideale proprio di V . Per ipotesi

I =
n∏
i=1

Ji,

con Ji = rad(Ji). Ora, in un dominio di valutazione, ogni ideale radi-

cale è un ideale primo. Questo significa che I si fattorizza in ideali primi.

Dall’arbitrarietà di I, V è un dominio di Dedekind e quindi noetheriano.

Proposizione 3.1.5. Se D è un SP-dominio locale il cui ideale massimale

è invertibile, allora D ha dimensione uno ed è, conseguentemente, un DVR.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che dim(D) > 1 e che quindi l’i-

deale massimale M abbia altezza > 1. Allora esiste un ideale primo non

nullo P tale che P ( M . Sia x ∈ P \ {0}. Per ipotesi si ha (x) =
∏n
i=1 Ji,

con rad(Ji) = Ji per ogni i. Quindi P ⊇
∏n
i=1 Ji, da cui esiste h tale che

P ⊇ Jh. A meno di riordinare i fattori, possiamo supporre che P ⊇ J1.

Poniamo A := M−1J1; chiaramente A è un ideale di D, in quanto J1 ⊆ M

e M−1 = (D : M). Si ha, dunque, J1 = AM . Se fosse A = D, allo-

ra M = J1 ⊆ P che contraddirebbe quanto assunto. Deve quindi essere

A ⊆ M , da cui J1 = AM ⊇ A2. Essendo J1 un ideale radicale, ciò im-

plica che J1 ⊇ A. Segue che J1M ⊇ AM = J1, da cui J1 = J1M e

M(x) = MJ1 . . . Jn = J1 . . . Jn = (x).

Sia dunque m ∈M tale che xm = x, o equivalentemente x(1−m) = 0. Es-

sendo D locale, 1−m è invertibile in D, da cui x = 0, il che rappresenta una

contraddizione. Ne concludiamo che dim(D) = 1 e quindi, per il Corollario

3.1.3, che D è un dominio almost Dedekind. Essendo inoltre, per ipotesi,

locale, D è un DVR.

Proposizione 3.1.6. Se D è un SP-dominio, allora ogni primo minimale

P su un ideale principale non nullo ha altezza uno. In particolare DP è un

DVR.
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Dimostrazione. Sia d ∈ D \ {0} e sia P un primo minimale su (d). In DP

allora si ha che rad(dDP ) = PDP , essendo PDP l’unico ideale primo di DP

che contiene dDP . Ne segue che dDP è un ideale primario di DP . Per la

Proposizione 3.1.2, dDP è una potenza di PDP . Ciò implica che PDP è

invertibile da cui, applicando la Proposizione 3.1.5, si ottiene che DP è un

DVR. Se ne conclude, inoltre, che P ha altezza uno.

Richiamiamo, infine, nella seguente proposizione, una proprietà che vale nei

domini in cui ogni ideale primario è potenza del suo radicale, e quindi, in

particolare, negli SP-domini.

Proposizione 3.1.7. Sia D un dominio in cui ogni ideale primario è po-

tenza del suo radicale e siano P e M ideali primi di D tali che P (M ( D.

Allora

P ⊆
∞⋂
n=1

Mn.

Dimostrazione. Sia m ∈ M \ P e sia P0 un ideale primo contenuto in M e

minimale su P +(m). Si osservi che per ogni intero positivo i, P0 è un primo

minimale su P + (mi). Sia

Qi := (P + (mi))DP0 ∩D.

Notiamo che Qi è primario in D, in quanto è contrazione di un ideale pri-

mario di DP0 (rad((P + (mi))DP0) = P0DP0); per ipotesi deve quindi esi-

stere, per ogni i, un intero positivo ni tale che Qi = Pni0 . Mostriamo che

Q1 ) Q2 ) · · · , facendo vedere che mi ∈ Qi \ Qi+1. Se fosse mi ∈ Qi+1,

estisterebbero p ∈ P, d ∈ D e s ∈ D \ P0, tali che:

mi =
p+ dmi+1

s
,

da cui mi(s− dm) ∈ P ; dal fatto che m /∈ P , segue che s− dm ∈ P , ovvero

s ∈ P + (m) ⊆ P0, in contraddizione con l’ipotesi che s ∈ D \ P0.

Deve quindi essere n1 < n2 < · · · e

P ⊆
∞⋂
i=1

P ni
0 =

∞⋂
i=1

P i
0 ⊆

n⋂
i=1

M i.
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Abbiamo, a questo punto, gli strumenti necessari per dimostrare che ogni

SP-dominio è un dominio almost Dedekind.

Teorema 3.1.8. Un SP-dominio è un dominio almost Dedekind.

Dimostrazione. Per il Corollario 3.1.3 è sufficiente mostrare che D ha di-

mensione uno.

Per assurdo, sia M un ideale massimale di altezza > 1. Sia dunque P un

ideale primo non nullo tale che P ( M e sia x ∈ P \ {0}; senza perdita di

generalità possiamo supporre che P sia un primo minimale su (x). Si scelga

m ∈M \ P e sia Q un ideale primo minimale sull’ideale P + (m) contenuto

in M . Si osservi che, per la Proposizione 3.1.6, DP è un DVR e PDQ è un

primo di altezza uno di DQ. Inoltre QDQ è un primo minimale sull’ideale

PDQ +mDQ.

Poniamo

DQ :=
DQ

PDQ
.

Dalla Proposizione 3.1.1 sappiamo che DQ e DQ sono entrambi SP-domini.

In DQ,

Q :=
QDQ

PDQ

è, per la Proposizione 3.1.6, un primo di altezza uno di DQ. Segue che DQ

è un SP-dominio locale di dimensione uno, ovvero un DVR. Quindi si ha

∞⋂
n=1

Q
n

= (0)

e, conseguentemente,

PDQ =
∞⋂
n=1

(QDQ)n. (3.1)

Si osservi che dim(DQ) ≥ 2, in quanto l’ideale QDQ ha almeno altezza due.

Per giungere a una contraddizione sarà dunque sufficiente dimostrare che

DQ è un DVR. A tale scopo, per la Proposizione 3.1.4, basterà mostrare

che DQ è un dominio di valutazione. Facciamo dunque vedere che in DQ

gli ideali sono lineramente ordinati. Mostriamo per prima cosa che se I è

un ideale proprio di DQ, allora I ⊆ PDQ oppure I ⊇ PDQ; se I * PDQ

allora rad(I) = QDQ, in quanto, per la Proposizione 3.1.7, ogni ideale primo
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propriamente contenuto in QDQ è contenuto in
⋂∞
n=1(QDQ)n = PDQ. Ne

segue che I è QDQ-primario da cui, per la Proposizione 3.1.2, esiste un intero

positivo k tale che I = (QDQ)k. Segue quindi, da (3.1), che I ⊇ PDQ.

Siano ora I e J ideali di DQ. Se I, J ⊆ PDQ, allora I ⊆ J o J ⊆ I in

quanto (DQ)PDQ
∼= DP è un DVR. Se I, J ⊇ PDQ, allora I ⊆ J o J ⊆ I

in quanto è stato già osservato che DQ è un DVR. Altrimenti deve essere

I ⊆ PDQ ⊆ J oppure J ⊆ PDQ ⊆ I e quindi, in ogni caso, si ha I ⊆ J o

J ⊆ I. Ciò conduce a una contraddizione e, pertanto, se ne conclude che

dim(D) = 1.

Appurato che ogni SP -dominio è un dominio almost Dedekind, passiamo

dunque al problema della caratterizzazione di un SP-dominio all’interno del-

la classe dei domini almost Dedekind, la cui completa risoluzione, risalente

al 2005, si deve a Olberding e al suo articolo “Factorization into radical

ideals”[28].

Per richiamare tale risultato è necessario introdurre la definizione di ideale

massimale critico.

Definizione. Un ideale massimale M di un dominio D si dice critico se ogni

sottoinsieme finito di M è contenuto nel quadrato di un ideale massimale di

D. Equivalentemente, M è critico se e solo se ogni sottoideale finitamente

generato di M è contenuto nel quadrato di un ideale massimale di D.

Un ideale massimale idempotente è ovviamente critico. Nessun ideale mas-

simale di un dominio di Dedekind è critico, in quanto è finitamente generato

e non idempotente.

Possiamo a questo punto enunciare il seguente teorema.

Teorema 3.1.9. Le seguenti affermazioni sono equivalenti per un dominio

almost Dedekind D:

(i) D è un SP-dominio.

(ii) D è privo di ideali massimali critici.

(iii) Se A è un ideale proprio finitamente generato di D, allora rad(A) è

un ideale finitamente generato di D.
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(iv) Ogni ideale principale proprio di D è prodotto di ideali radicali.

(v) Per ogni ideale proprio A di D esistono ideali radicali J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆
Jn tali che A = J1J2 · · · Jn.

(vi) Ogni ideale proprio A di D può essere fattorizzato in modo unico come

prodotto A = J1J2 · · · Jn di ideale radicali Ji tali che J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆
Jn.

Dimostrazione.

(i)⇒ (ii) : Sia M un ideale massimale di D e sia A un ideale principale non nullo

contenuto in M . Per ipotesi esistono ideali radicali J1, . . . Jn tali che

A = J1 · · · Jn. Poiché J1 · · · Jn ⊆M , esiste i tale che Ji ⊆M . Inoltre,

essendo A principale, Ji è invertibile e quindi finitamente generato.

Se ora N è un ideale massimale tale che Ji ⊆ N , allora, essendo

DN un DVR (D è almost Dedekind), JiDN è un ideale primo, in

quanto radicale. Inoltre, poiché DN ha dimensione uno, deve essere

JiDN = NDN , da cui Ji non è contenuto in N2. Ne segue che l’ideale

finitamente generato Ji è contenuto in M , ma in nessun quadrato di

un ideale massimale di D. Quindi M non è critico.

(ii)⇒ (iii) : Mostriamo per prima cosa che, per ogni ideale massimale M e per ogni

ideale proprio finitamente generato I contenuto in M , esiste un ideale

radicale finitamente generato J di D tale che I ⊆ J ⊆M .

Sia dunque I un ideale proprio finitamente generato e M un ideale

massimale tale che I ⊆M . Per ipotesi, esiste un ideale finitamente ge-

nerato B contenuto in M , ma in nessun quadrato di un qualsiasi ideale

massimale. Sia J := I + B (J è chiaramente finitamente generato).

Se N è un ideale massimale di D contenente J , allora JDN ⊆ NDN .

Si ha BDN * N2DN , altrimenti B ⊆ N2DN ∩ D = N2. Quindi,

poiché in DN un qualsiasi ideale è potenza dell’ideale massimale NDN ,

deve essere BDN = NDN , da cui JDN = NDN per tutti gli ideali

massimali N contenenti J . Quindi

J =
⋂

N∈Max(D)
N⊇J

JDN ∩D =
⋂

N∈Max(D)
N⊇J

NDN ∩D =
⋂

N∈Max(D)
N⊇J

N
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è intersezione di tutti gli ideali massimali che lo contengono, ovvero è

un ideale radicale. Inoltre I ⊆ J ⊆M .

Sia ora A un ideale proprio finitamente generato di D e J := rad(A).

Si mostrerà che J è finitamente generato, facendo vedere che esso

è invertibile. Chiaramente l’asserto è vero se A = 0. Supponendo

dunque che A 6= 0, sarà sufficiente mostrare che

(D : J)DM = (DM : JDM )

per ogni ideale massimale M di D. Infatti, una volta che ciò sarà

mostrato, essendo JDM invertibile in DM , si avrà

(D : J)JDM = (DM : JDM )JDM = DM ,

da cui

(D : J)J =
⋂

M∈Max(D)

(D : J)JDM =
⋂

M∈Max(D)

DM = D.

Sia dunque M un ideale massimale di D. E’ chiaro che (D : J)DM ⊆
(DM : JDM ), in quanto

(D : J)DMJDM = (D : J)JDM = DDM = DM .

Viceversa, sia q ∈ (DM : JDM ), ovvero q è un elemento del campo

dei quozienti di D tale che qJDM ⊆ DM o, equivalentemente, tale

che qJ ⊆ DM . Si mostrerà che q ∈ (D : J)DM . Per quanto già

osservato, esiste un ideale radicale finitamente generato J1 di D tale

che A ⊆ J1 ⊆M . Essendo A e J1 entrambi invertibili, esiste un ideale

finitamente generato B1 di D tale che A = J1B1. Se B1 ⊆M allora si

può ripetere il ragionamento per ottenere un ideale radicale finitamente

generato J2 tale che B1 ⊆ J2 ⊆M e un ideale finitamente generato B2

tale che B1 = J2B2. Continuando in questo modo, si otterrà o che A =

J1 · · · JnBn per qualche Bn * M , oppure che esistono ideali radicali

J1, J2, . . . ⊆M tali che, per ogni k > 0, A ⊆ J1 · · · Jk. In quest’ultimo

caso A ⊆
⋂∞
k=1M

k. Inoltre, essendo M non idempotente,
⋂∞
k=1M

k

è, per il Teorema 0.0.3, un ideale primo strettamente contenuto in M

e, dal fatto che D è uno-dimensionale, esso è nullo. Quindi A = 0,
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contraddicendo ciò che era stato assunto. Ne segue che esistono ideali

radicali finitamente generati J1, . . . , Jn tali che A = J1J2 · · · JnBn per

qualche ideale finitamente generato Bn * M . Ora J = rad(A) =

J1 ∩ · · · ∩ Jn ∩ rad(Bn), da cui, essendo rad(Bn) *M , si ha

qJDM = q(J1 ∩ · · · ∩ Jn)DM ∩ q rad(Bn)DM =

= q(J1 ∩ · · · ∩ Jn)DM ∩DM =

= q(J1 ∩ · · · ∩ Jn)DM

Allora, poiché qJDM ⊆ DM , deve essere q(J1∩· · ·∩Jn) ⊆ DM . Poiché

J1 ∩ · · · ∩ Jn è un’intersezione finita di ideali finitamente generati, tale

intersezione è finitamente generata (Proposizione 0.0.2). Ne segue che

esiste b ∈ D \M tale che bq(J1 ∩ · · · ∩ Jn) ⊆ D. Quindi bqJ ⊆ D.

Segue che

q ∈ (D : bJ) =
1

b
(D : J) ⊆ (D : J)DM

e quindi (DM : J) = (D : J)DM per ogni ideale massimale M

contenente A.

(iii)⇒ (iv) : Sia A un ideale proprio principale di D. Poiché l’asserto è chiaramente

vero se A = (0), possiamo supporre A 6= (0). Poniamo J1 = rad(A);

per ipotesi J1 è finitamente generato. Essendo A e J1 entrambi inver-

tibili, A = J1B1 per qualche ideale finitamente generato B1 di D. Se

B1 = D, non c’è nulla da dimostrare. Altrimenti sia J2 = rad(B1).

Allora A = J1J2B2, per qualche ideale finitamente generato B2 di D.

In più, essendo J1 finitamente generato e J1 = rad(A), esiste n > 0

tale che Jn1 ⊆ A ⊆ J2; essendo J2 un ideale radicale, ciò implica

che J1 ⊆ J2. Ripetendo questo ragionamento si ottiene o che A è

prodotto di ideali radicali oppure che esiste una catena di ideali radicali

J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆ Jn ⊆ · · · tale che, per ogni k > 0, A ⊆ J1J2 · · · Jk. In

quest’ultimo caso, se M è un ideale massimale che contiene
⋂∞
k=1 Jk,

A ⊆
⋂∞
i=1M

i. Come nella dimostrazione dell’implicazione precedente,

da questo segue che A = 0, in contraddizione con quanto assunto. A

deve quindi essere prodotto di ideali radicali di D.
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(iv)⇒ (v) : Sia a un elemento non nullo di D. Essendo D un dominio almost

Dedekind, possiamo considerare la funzione γa : Max(D) → Z cos̀ı

definita:

γa(M) = vM (a)

dove vM è la valutazione discreta corrispondente a DM .

Mostriamo per prima cosa che γa ha immagine finita. Per ipotesi esi-

stono ideali radicali distinti K1, . . . ,Km e interi positivi e1, . . . , em tali

che aD = Ke1
1 · · ·Kem

m . Sia M un ideale massimale di D che contiene

a e sia X := {i ∈ {1, 2, . . . ,m} : Ki ⊆M}. Per ogni i ∈ X, essendo Ki

un ideale radicale e DM un DVR, vale che KiDM = MDM . Inoltre

KiDM = DM per ogni i /∈ X. Allora si ha che

aDM = Ke1
1 · · ·K

em
m DM =

∏
i∈X

M eiDM = M
∑
i∈X eiDM .

Quindi γa(M) = vM (a) =
∑

i∈X ei. Ne segue che per ogni ideale

massimale M , γa(M) = 0 oppure γa(M) è somma di alcuni ei e, con-

seguentemente, γa ha immagine finita.

Sia n > 0. Mostriamo che

V := γ−1
a ([n,∞)) = {M ∈ Max(D) : a ∈Mn}

è chiuso in Max(D). Sia M ∈ V . Allora, come notato precedentemen-

te,
∑

i∈X ei = γa(M) ≥ n. Quindi l’insieme F := {X ⊆ {1, 2, . . . ,m} :∑
i∈X ei ≥ n} è non vuoto. Poniamo

I =
⋂
X∈F

(∑
i∈X

Ki

)
.

Faremo vedere che V è chiuso mostrando che V = {M ∈ Max(D) :

M ⊇ I}. Se M ∈ V , allora esiste un sottoinsieme X di {1, 2, . . . ,m}
tale che

∑
i∈X ei ≥ n e M ⊇

∑
i∈X Ki ⊇ I. Quindi V ⊆ {M ∈

Max(R) : M ⊇ I}. Viceversa, sia M ∈ Max(D) con M ⊇ I. Allora,

poiché I è un’intersezione finita,
∑

i∈X Ki ⊆ M per qualche X ∈ F .

Quindi Ki ⊆M per ogni i ∈ X e segue che

aD = Kei
1 · · ·K

em
m ⊆

∏
i∈X

Kei
i ⊆

∏
i∈X

M ei = M
∑
i∈X ei ⊆Mn.
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Quindi a ∈Mn, da cui M ∈ V .

Sia ora A un ideale proprio non nullo di D. Per ogni ideale massimale

M di D poniamo

vM (A) := min
a∈A
{vM (a)}.

Sia Y := {vM (A) : M ∈ Max(D) e A ⊆ M}. Mostriamo che Y è

finito. Sia a un elemento non nullo di A. Per quanto visto γa ha

immagine finita, ovvero {vM (a) : M ∈ Max(D)} è un insieme finito.

Essendo 0 < vM (A) ≤ vM (a) per ogni M ∈ Max(D), ne deduciamo

che Y è finito; possiamo dunque scrivere Y = {f1, f2, . . . , fn} per interi

positivi 0 < f1 < f2 < · · · < fn. Per ogni i = 1, 2, . . . , n, sia

Vi = {M ∈ Max(D) : A ⊆Mfi}.

Facciamo vedere che ogni Vi è un sottoinsieme chiuso di Max(D). Per

ogni i si ha:

Vi = {M ∈ Max(D) : a ∈Mfi , ∀ a ∈ A}

= {M ∈ Max(D) : M ∈ γ−1
a ([fi,∞)), ∀ a ∈ A}

=
⋂
a∈A

γ−1
a ([fi,∞))

Sappiamo che ogni γ−1
a ([fi,∞)) è un sottoinsieme chiuso di Max(D),

da cui Vi risulta essere un’intersezione di sottoinsiemi chiusi e pertanto

è chiuso.

Definiamo, per ogni i,

Ji =
⋂
M∈Vi

M.

Si noti che Ji è un ideale radicale per ogni i e che, essendo Vn ⊆ Vn−1 ⊆
· · · ⊆ V1, si ha A ⊆ J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆ Jn. Poniamo

B = Jf11 Jf2−f12 · · · Jfn−fn−1
n .

Faremo vedere che A = B. A tale scopo è sufficiente mostrare che

ADM = BDM per ogni ideale massimale M di D. Se M è un ideale

massimale di D che contiene B, sia k il più grande intero ≤ n tale che

J1 ⊆ · · · ⊆ Jk ⊆ M . Allora BDM = Jf11 · · · J
fk−fk−1

k DM = MfkDM .
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Inoltre, per come è stato scelto k, Vk è il più piccolo elemento della ca-

tena Vn ⊆ · · · ⊆ V1 tale che M ∈ Vk. Poiché vM (A) ∈ {f1, f2, . . . , fn},
si ha vM (A) = fk. Quindi ADM = MfkDM = BDM . Viceversa,

supponiamo che M sia un ideale massimale di D che contenga A. Al-

lora vM (A) = fk per qualche k ≤ n, da cui ADM = MfkDM . Quindi

M ∈ Vk, ma M /∈ Vm per ogni k < m ≤ n. Il fatto che ogni Vi sia chiu-

so implica che J1 ⊆ · · · ⊆ Jk ⊆ M , ma Jm * M per ogni m tale che

k < m ≤ n. Quindi BDM = Jf11 · · · J
fk−fk−1

k DM = MfkDM = ADM .

Se ne conclude che A = B.

(v)⇒ (vi) : Supponiamo che A = J1 · · · Jn = K1 · · ·Km con Ji, Kh ideali radicali,

per ogni i, h, tali che J1 ⊆ · · · ⊆ Jn e K1 ⊆ · · · ⊆ Km. Si osservi che

un ideale primo M di D contiene J1 se e solo se M contiene A, se e

solo se contiene K1. Allora J1 = rad(A) = K1. Si ricorda che, per il

Teorema 1.0.4, un dominio è almost Dedekind se e solo se in esso vale

la legge di cancellazione per ideali. Quindi J2 · · · Jn = K2 · · ·Km e un

ragionamento di tipo induttivo completa la dimostrazione.

(vi)⇒ (i) : Banale, segue direttamente dalla definizione di SP-dominio.

Corollario 3.1.10. Un dominio D è un SP-dominio se e solo se D è un

dominio di Prüfer di dimensione uno privo di ideali massimali critici.

Dimostrazione. Se D è un SP-dominio, allora si è già visto che D è un

dominio almost Dedekind, e quindi, in particolare, un dominio di Prüfer di

dimensione uno. Inoltre D è privo di ideali massimali critici per il Teorema

3.1.9.

Viceversa, supponiamo che D sia un dominio di Prüfer di dimensione uno

privo di ideali massimali critici. Allora nessun ideale massimale M di D è

idempotente. D è quindi un dominio almost Dedekind per il Teorema 1.0.4.

Con il Teorema 3.1.9 si conclude che D è un SP-dominio.
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3.2 Fattorizzazione di ideali finitamente generati

In questa sezione supporremo che D sia un dominio di Prüfer di dimensione

uno, con campo dei quozienti K.

Abbiamo visto nel Capitolo 2 che un dominio almost Dedekind D è un do-

minio di Dedekind se e solo se ogni ideale massimale contiene un ideale

finitamente generato che non sia contenuto in altri ideali massimali. Per-

tanto, se D è un dominio almost Dedekind non noetheriano, allora alcuni

ideali massimali non soddisferanno tale proprietà, però, chissà, qualcuno si.

Per queste ragioni, introduciamo la seguente definizione.

Definizione. Un ideale massimale M di D è un primo sharp se contiene

un ideale finitamente generato che non sia contenuto in nessun altro ideale

massimale di D. Un ideale massimale che non è primo sharp è detto primo

dull.

Poiché D ha dimensione uno, questo è equivalente a dire che M è il radicale

di un ideale finitamente generato. Dal Teorema 2.2.4 segue, inoltre, che un

ideale massimale M è un primo sharp se e solo se DM +
⋂
N∈∆M

DN , dove

∆M = Max(D) \ {M}.

Osservazioni

1. Ogni ideale massimale finitamente generato (in particolare ogni ideale

massimale invertibile) è un primo sharp.

2. Se I un ideale finitamente generato tale che I sia contenuto in un

numero finito di ideali massimali, siano M1, . . . ,Mn, allora Mi è un

primo sharp per ogni i.

Infatti, fissato i, si supponga che I = (a1, . . . , as) e sia bj ∈ Mi \Mj ,

per ogni j 6= i. Consideriamo l’ideale

J = (a1, . . . , as, b1, . . . bi−1, bi+1, . . . , bn).

Chiaramente J ⊆ Mi. Tuttavia, poiché bj /∈ Mj , J * Mj per ogni

j 6= i. Ne segue che Mi contiene un ideale finitamente generato che

non è contenuto in nessun altro ideale massimale, ovvero Mi è un

primo sharp.
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Possiamo dunque partizionare l’insieme degli ideali massimali di D in due

insiemi: Max(D) =M](D)tM†(D), doveM](D) indica l’insieme dei primi

sharp e M†(D) l’insieme dei primi dull di D.

Chiaramente, per quanto visto nella sezione precedente, D è uno ]-dominio

se e solo seM](D) = Max(D). D’altro canto, seM†(D) = Max(D), diciamo

che D è un dominio dull.

Introdotta la precedente nomenclatura, dato un dominio di Prüfer D uno-

dimensionale, possiamo definire ricorsivamente:

1) D1 = D;

2) D2 =
⋂

M∈M†(D1)

(D1)M ;

...

i) Di =
⋂

M∈M†(Di−1)

(Di−1)M ;

...

arrestandoci a Dn se M†(Dn) è vuoto, nel qual caso poniamo Dn+1 = K,

oppure se M†(Dn) = Max(Dn), nel qual caso vale Dn = Dn+1 (6= K).

Si osservi innanzitutto che, per il Teorema 0.0.4, Di è un dominio di Prüfer

di dimensione uno, per ogni i.

Nel caso in cui Dn ( Dn+1 = K si dice che D ha grado sharp n. Chiaramen-

te un dominio D che ha grado sharp n è tale che ogni ideale massimale di Dn

è un primo sharp. D’altra parte, se D = D1 ( D2 ( · · · ( Dn = Dn+1 6= K,

si dice che D ha grado dull n. Analogamente un dominio D che ha grado

dull n è tale che ogni ideale massimale di Dn è un primo dull.

Si noti che uno ]-dominio è un dominio con grado sharp 1 e un dominio dull

è un dominio con grado dull 1.

Per comodità definiamo anche il grado sharp di un ideale di D, sia inte-

ro che frazionario. Per un ideale frazionario I di D diciamo che I ha grado

sharp n se IDn 6= Dn e IDn+1 = Dn+1. Si noti che un ideale proprio (inte-

ro) I di D ha grado sharp uno se e solo se ogni ideale massimale contenente
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I è sharp. Inoltre dalla definizione segue che un ideale primo P di D ha

grado sharp n se e solo se PDi è dull in Di, per ogni i < n, e PDn è sharp

in Dn, ovvero n rappresenta il più piccolo intero i tale che PDi è sharp in

Di. Chiaramente un primo sharp ha grado sharp uno.

Per un qualsiasi ideale intero I, di grado sharp finito o meno, denotia-

mo con M(I) l’insieme degli ideali massimali che contengono I e con DI

l’anello
⋂
M∈M(I)DM . Si ricorrerà alla proprietà enunciata nella seguente

proposizione.

Proposizione 3.2.1. I soli ideali primi di D che sopravvivono in DI sono

quelli che contengono I.

Dimostrazione. Si supponga che P sia un ideale massimale che non contenga

I. Allora P ( P +I = D, da cui esistono p ∈ P e i ∈ I tali che p+ i = 1. Ne

segue che p non appartiene a nessun ideale M dell’insiemeM(I), altrimenti

se ne contraddirebbe la massimalità. Quindi 1/p ∈ DM per ogni M ∈M(I),

ovvero 1/p ∈ DI . Ma allora 1 = p1
p ∈ PDI , vale a dire che l’ideale P non

sopravvive in DI .

Il seguente lemma studia gli ideali massimali di Di in relazione alle loro

contrazioni in Di−1 e caratterizza i primi di grado sharp finito in un dominio

di Prüfer di dimensione uno.

Lemma 3.2.2. Sia D un dominio di Prüfer di dimensione uno. Allora, per

ogni i ≥ 1:

(a) Se M è un ideale massimale di Di, allora c’è un ideale massimale P

di D tale che M = PDi e PDi−1 è un primo dull di Di−1.

(b) Se P ∈ Max(D) sopravvive in Di, allora:

• PDi−1 è un primo dull di Di−1;

• PDi è in M](Di) se e solo se esiste un ideale finitamente ge-

nerato I di D tale che P sia l’unico ideale massimale di D che,

contemporaneamente, contenga I e sopravviva in Di.

Dimostrazione.
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(a) Sia M un ideale massimale di Di. Poiché D è un dominio di Prüfer

uno-dimensionale e Di un sopra-anello di D, dal Teorema 0.0.4, si ha

che ogni primo di Di è ottenuto come estensione di un massimale di

D. Dunque M = PDi, per qualche P ∈ Max(D). Per mostrare che

PDi−1 è un primo dull di Di−1 consideriamo cosa accade a un primo

sharp Q di Di−1. Per definizione Q contiene un ideale finitamente

generato J che non è contenuto in nessun altro ideale massimale di

Di−1. In particolare nessun primo dull di Di−1 contiene J , da cui J−1

(J è invertibile in quanto ideale finitamente generato in un dominio

di Prüfer) è contenuto in ogni localizzazione di Di−1 in un primo dull,

vale a dire J−1 ⊆ DM per ogni M ∈M†(Di−1). Ne segue che

J−1 ⊆
⋂

M∈M†(Di−1)

(Di−1)M = Di.

Ma allora JDi = JJ−1Di = Di. Ne segue cheDi = JDi ⊆ rad(J)Di =

QDi, ovvero Q non sopravvive in Di; ne concludiamo che un primo

sharp di Di−1 non sopravvive in Di. Dal fatto che PDi = M ( Di si

conclude che PDi−1 non è un primo sharp ed è quindi dull.

(b) Supponiamo che P ∈ Max(D) sopravviva in Di, ovvero che PDi 6= Di.

Allora, per quanto visto nel punto precedente, PDi−1 deve essere un

primo dull di Di−1.

Supponiamo ora che esista un ideale finitamente generato I di D ta-

le che P sia l’unico ideale massimale di D che, contemporaneamente,

contenga I e sopravviva in Di. In particolare, PDi è l’unico ideale

massimale di Di che contiene I. Ne segue che PDi è un primo sharp

di Di.

Viceversa, se PDi è un primo sharp di Di, allora esiste un ideale fi-

nitamente generato J di Di per cui vale che PDi = rad(J). Poiché

PDi è generato dagli elementi di P , esiste un ideale finitamente ge-

nerato I di D contenuto in P la cui estensione a Di è contenuta in

PDi e contiene J . Se ora M è un altro ideale massimale di D che

contiene I, chiaramente M non può sopravvivere in Di, altrimenti si

contraddirebbe che PDi = rad(J).
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Il lemma precedente afferma, quindi, che ogni primo di Di si estende a

partire da un primo di D. Inoltre, dalla sua dimostrazione, si deduce che i

primi sharp e i primi dull di un generico Di si comportano in modo diverso

quando vengono estesi a Di+1. Infatti ogni ideale massimale in M](Di)

esplode in Di+1, mentre un ideale massimale in M†(Di) si estende a un

ideale massimale di Di+1 divenendo, eventualmente, un primo sharp di Di+1.

Tutto ciò implica che, fintanto che Di 6= Di+1 6= K, l’insieme degli ideali

massimali di Di+1 è dato da

Max(Di+1) = {PDi+1|P ∈M†(Di)}.

Risulta, inoltre, che, se D ha grado sharp n, gli ideali primi di D che gene-

rano primi (sharp) di Dn sono esattamente gli ideali primi di grado sharp n.

Giungiamo quindi al problema della fattorizzazione di ideali nei domini al-

most Dedekind. Richiamiamo innanzitutto il seguente risultato, con cui

Gilmer ha generalizzato la fattorizzazione presente nei domini di Dedekind.

Proposizione 3.2.3. Sia I un ideale proprio di un dominio almost De-

dekind D tale che I sia contenuto in un numero finito di ideali massimali

M1, M2, . . . , Mn di D. Allora I = M e1
1 M e2

2 · · ·M en
n , dove e1, . . . , en sono

interi positivi e tale rappresentazione è unica a meno dell’ordine dei fattori.

Dimostrazione. Si ha:

I =

n⋂
i=1

(IDMi ∩D).

Dall’ipotesi che D è un dominio almost Dedekind, ogni DMi è un DVR, da

cui IDMi è una potenza positiva di MiDMi per ogni i: IDMi = M ei
i DMi .

Ne segue che

I =

n⋂
i=1

(IDMi ∩D) =

n⋂
i=1

(M ei
i DMi ∩D) =

n⋂
i=1

M ei
i .

Poiché gli ideali Mi sono ideali massimali distinti, gli ideali M ei
i sono a due

e due coprimi. Quindi

I =

n⋂
i=1

M ei
i = M e1

1 M e2
2 · · ·M

en
n .
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Si noti che nella fattorizzazione di I non possono comparire ideali massimali

di D che non appartengano all’insieme {M1, . . . ,Mn}, perché M1, . . . ,Mn

sono tutti e soli gli ideali massimali che contengono I. Supponiamo che

I = M e1
1 M e2

2 · · ·M
en
n = Mf1

1 Mf2
2 · · ·M

fn
n .

Allora, per ogni i, si ha IDMi = M ei
i DMi = Mfi

i DMi , da cui, essendo DMi

un DVR, deve essere ei = fi.

La proposizione precedente vale, in particolare, per gli ideali finitamente

generati. Si è già visto che, se un ideale finitamente generato I è contenuto

in un numero finito di ideali massimali, tali ideali risultano essere primi

sharp e, conseguentemente, se M è un primo dull, si ha che I *M ; ne segue

che ID2 = D2, ovvero I ha grado sharp uno.

Nel lemma seguente mostreremo allora, più generalmente, che in un dominio

almost Dedekind gli ideali frazionari finitamente generati di grado sharp uno

sono esattamente quelli che possono essere fattorizzati in un prodotto finito

di potenze (eventualmente negative) di ideali massimali.

Lemma 3.2.4. Sia D un dominio almost Dedekind e sia I un ideale fra-

zionario finitamente generato non nullo di D, I 6= D. Allora I è prodotto

finito di potenze non nulle di ideali massimali (univocamente determinati)

se e solo se I ha grado sharp uno. Inoltre tali massimali sono primi sharp.

Dimostrazione. Supponiamo che I = M r1
1 M r2

2 · · ·M rn
n , dove ri è un intero

non nullo. Poiché I è finitamente generato, I è invertibile. In particolare,

quindi, Mi è invertibile per ogni i e conseguentemente è un primo sharp.

Ne segue che MiD2 = D2 per ogni i. Lo stesso vale per M−1
i . Quindi

ID2 = M r1
1 M r2

2 · · ·M rn
n D2 = D2, ovvero I ha grado sharp uno.

Viceversa assumiamo che I abbia grado sharp uno. Allora, per definizione,

ID2 = D2. Si partizioni Max(D) negli insiemi:

• M0(I) = {P ∈ Max(D)|IDP = DP };

• M+(I) = {P ∈ Max(D)|IDP ⊆ PDP };

• M−(I) = {P ∈ Max(D)|I−1DP ⊆ PDP }.
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Si noti che uno o due di questi insiemi possono essere vuoti. Poiché ogni

primo dull di D sopravvive in D2 e poiché vale ID2 = D2, ogni primo dull

deve essere nell’insieme M0(I) e conseguentemente M+(I) e M−(I) sono

costituiti solo da primi sharp. Quindi

D+
I =

⋂
P∈M+(I)

DP e D−I =
⋂

P∈M−(I)

DP .

sono entrambi domini di Dedekind (in quanto, tutti i loro ideali massimali

sono primi sharp) con radicale di Jacobson non nullo. Poiché in un dominio

di Dedekind ogni elemento non nullo è contenuto in un numero finito di

ideali massimali, ne segue che ognuno di essi è semilocale, ovvero M+(I)

e M−(I) sono insiemi finiti. Si noti che M−(I) è vuoto se I è un ideale

intero di D, ma entrambi possono essere non vuoti se I è frazionario. Sia

M+(I) = {M1,M2, . . . ,Mn} e M−(I) = {N1, N2, . . . , Nm}. Segue che

ID+
I = M r1

1 · · ·M
rn
n D+

I e I−1D−I = N s1
1 · · ·N

sm
m D−I ,

per interi positivi ri e sj . Inoltre ID−I = N−s11 · · ·N−smm D−I . Si ottiene:

I =
⋂

P∈Max(D)

IDP =

=

 ⋂
P∈M0(I)

IDP

 ∩
 ⋂
P∈M+(I)

IDP

 ∩
 ⋂
P∈M−(I)

IDP

 =

=

 ⋂
P∈M0(I)

DP

 ∩ ID+
I ∩ ID

−
I =

=

 ⋂
P∈M0(I)

DP

 ∩ M r1
1 · · ·M

rn
n D+

I ∩ N
−s1
1 · · ·N−smm D−I =

=
⋂

P∈Max(D)

M r1
1 · · ·M

rn
n N−s11 · · ·N−smm DP =

= M r1
1 · · ·M

rn
n N−s11 · · ·N−smm

Questa rappresentazione è unica in quanto sia Mi che Nj sono ideali massi-

mali per ogni i e j.

Si osservi che, nel caso specifico di un ideale intero, il lemma precedente

afferma che un ideale proprio e finitamente generato I di un dominio almost
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Dedekind D è prodotto finito di potenze positive di ideali massimali se e

solo se I *M , per ogni M ∈M†(D).

Finora abbiamo dunque analizzato i casi in cui, in un dominio almost De-

dekind, è possibile fattorizzare un ideale frazionario finitamente generato in

potenze (non necessariamente positive) di ideali massimali. Se ora, mante-

nendo la restrizione agli ideali frazionari finitamente generati, ci proponiamo

di generalizzare ulteriormente il problema della fattorizzazione, consideran-

do la possibilità che nella fattorizzazione intervengano, eventualmente, anche

ideali non massimali, la domanda che ci poniamo è la seguente:

Dato un dominio almost Dedekind D con Max(D) = {Pα|α ∈ A}, quando è

possibile trovare una famiglia di ideali finitamente generati J = {Jα|α ∈ A}
di D tale che JαDPα = PαDPα, per ogni α, e che ogni ideale frazionario

non nullo finitamente generato di D possa essere fattorizzato come prodotto

finito di potenze di ideali della famiglia J ?

Per un dominio almost Dedekind D con Max(D) = {Pα|α ∈ A}, dicia-

mo che un insieme di ideali finitamente generati J := {Jα|α ∈ A} è una

famiglia fattorizzante per D se JαDPα = PαDPα , per ogni α, e inoltre ogni

ideale frazionario non nullo finitamente generato di D può essere fattoriz-

zato come prodotto finito di potenze di ideali della famiglia J . Un insieme

fattorizzante di un dominio almost Dedekind è una famiglia fattorizzante

tale che nessun elemento compaia più di una volta.

Osserviamo che, se D è un dominio almost Dedekind e se P è un ideale massi-

male di grado sharp n, allora, non solo esiste un ideale finitamente generato I

di D tale che P sia l’unico ideale massimale di D che, contemporaneamente,

contenga I e sopravviva in Dn, ma si può anche assumere che IDP = PDP .

Infatti, essendo DP un DVR, PDP è principale, ovvero PDP = (p)DP con

p ∈ P . Se ora I = (a1, . . . , an) è un ideale finitamente generato tale che

P sia l’unico ideale massimale di D che,contemporaneamente, contenga I e

sopravviva in Dn, considerando J = (a1, . . . , an, p), J continua a soddisfare

le proprietà di I e in più è tale che JDP = PDP .

Sotto tale assunzione, inoltre, in Dn si ha IDn = PDn.
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Alla luce di questa osservazione, possiamo enunciare il seguente teorema.

Teorema 3.2.5. Sia D un dominio almost Dedekind. Per ogni intero positi-

vo k e ogni primo Pα di grado sharp k, sia Jα un ideale finitamente generato

di D tale che JαDPα = PαDPα e che Pα sia l’unico ideale massimale di D

che, contemporaneamente, contenga Jα e sopravviva in Dk. Se I è un ideale

frazionario finitamente generato di grado sharp finito, I 6= D, allora I si

fattorizza in modo unico come prodotto finito di potenze non nulle di ideali

della famiglia {Jα}. In particolare, gli elementi della famiglia {Jα} sono

distinti.

Dimostrazione. Per prima cosa si noti che, se Pα è un primo sharp di D,

allora il corrispondente Jα è semplicemente Pα stesso. Infatti, notando che,

se Pα è un primo sharp, sia Jα che Pα esplodono in D2, si ha:

Jα =
⋂

M∈Max(D)

JαDM =

= PαDPα ∩

 ⋂
M∈Max(D)\{Pα}

DM

 =

= PαDPα ∩

 ⋂
M∈Max(D)\{Pα}

PαDM

 =

=
⋂

M∈Max(D)

PαDM = Pα

Se invece Pα ha grado sharp k, abbiamo già osservato che JαDk = PαDk.

Mostriamo per prima cosa che gli elementi della famiglia {Jα} sono distinti.

Siano dunque Pα e Pβ ideali massimali distinti di D con Pα di grado sharp

finito k. Allora, in Dk, si ha JαDk = PαDk con PαDk ideale massimale di

Dk. Quindi l’unico modo per avere che Pβ contenga Jα è che Pβ scoppi in

Dk, in quanto l’unico ideale massimale di Dk che contiene Jα è, per costru-

zione, PαDk . In tal caso Pβ avrebbe grado sharp m < k. Se dunque fosse

JαDPβ = PβDPβ , con PβDm unico ideale massimale di Dm che contiene Jα

(ovvero Jα = Jβ), si avrebbe JαDm = PβDm, il che è impossibile essendo

JαDm contenuto in PαDm. Ne segue che Jα 6= Jβ. Si ottiene cos̀ı che se
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entrambi Pα e Pβ hanno grado finito, allora Jα 6= Jβ.

Inoltre, per ogni α, due potenze distinte di Jα sono distinte (JαDPα =

PαDPα e DPα è un DVR) e JαDn = Dn per ogni n > k.

Prima dell’esistenza si dimostrerà l’unicità della fattorizzazione. A tale sco-

po, essendo ognuno dei Jα invertibile, è sufficiente mostrare che non esiste

una fattorizzazione non banale di D.

Si assuma che D =
∏
m,i J

em,i
m,i sia una fattorizzazione finita di D sull’insie-

me {Jα} dove, per ogni i, Jm,i ha grado sharp finito m e em,i è un intero,

eventualmente nullo. Sia n il più alto grado sharp tra i fattori. Allora, in

Dn, si ha Dn =
∏
i J

en,i
n,i Dn dal momento che Jm,iDn = Dn, per ogni m < n,

per ogni i. Poiché Jn,iDn = Pn,iDn è un ideale massimale di Dn, deve essere

en,i = 0. Quindi i fattori J
en,i
n,i sono tutti superflui. Continuando il procedi-

mento si mostra che em,i sono tutti nulli.

Per l’esistenza della fattorizzazione ricorreremo all’induzione sul grado sharp

di I e al Lemma 3.2.4.

Dal Lemma 3.2.4, se I ha grado sharp uno, I è prodotto di potenze non

nulle di un numero finito di primi sharp di D, sia I = M e1
1 M e2

2 · · ·M en
n .

Ora si assuma che I abbia grado sharp due. Allora ID2 è un ideale fra-

zionario finitamente generato di D2 il cui grado sharp, come ideale di D2,

è uno. Il Lemma 3.2.4 garantisce, quindi, che esiste un numero finito di

ideali massimali P1D2, P2D2, . . . , PnD2 di D2 che contengono localmente

ID2 o (ID2)−1. Quindi in D2 possiamo fattorizzare ID2 in modo unico

come P e11 P e22 · · ·P enn D2, dove e1, e2, . . . , en sono interi non nulli. Ora, es-

sendo P1D2, P2D2, . . . , PnD2 primi sharp di D2 (e quindi, in particolare,

P1, . . . , Pn sono primi di D di grado sharp due), per ogni i abbiamo un ideale

finitamente generato Ji nell’insieme {Jα} tale che JiD2 = PiD2. Quindi

ID2 = P e11 P e22 · · ·P
en
n D2 = Je11 Je22 · · · J

en
n D2.

Sia J = Je11 Je22 · · · Jenn . Allora

I(D : J)D2 = (D : J)ID2 = (D : J)JD2 = D2, (3.2)
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in quanto, essendo finitamente generato, J è invertibile. Poiché sia I che

(D : J) sono ideali frazionari finitamente generati di D, I(D : J) è un ideale

frazionario di D finitamente generato. Esso, inoltre, ha grado sharp uno da

(3.2). Quindi, per il Lemma 3.2.4, esistono ideali massimali M1,M2, . . . ,Mm

tali che I(D : J) = M r1
1 M r2

2 · · ·M rm
m , con ri interi non nulli. Quindi

I = I(D : J)J = M r1
1 M r2

2 · · ·M rm
m Je11 Je22 · · · Jenn .

Ora si assuma che esista una siffatta fattorizzazione per ogni ideale fraziona-

rio finitamente generato di grado sharp minore o uguale di k (in ogni dominio

almost Dedekind). Sia I un ideale frazionario finitamente generato di D che

abbia grado sharp k + 1. Allora ID2 è un ideale frazionario finitamente ge-

nerato di D2 che ha grado sharp k. Quindi ID2 si fattorizza in un prodotto

finito, ovvero ID2 = Je11 Je22 · · · Jenn D2. Per completare la dimostrazione è

semplicemente sufficiente ripetere i passi utilizzati precedentemente nel caso

di un ideale di grado sharp 2. Vale a dire, porre J = Je11 Je22 · · · Jenn e fatto-

rizzare l’ideale frazionario I(D : J) sui primi sharp di D. Questo garantisce

l’esistenza della fattorizzazione.

Dal teorema precedente si può facilmente dedurre il seguente corollario.

Corollario 3.2.6. Sia D un dominio almost Dedekind tale che ogni ideale

primo abbia grado sharp finito. Allora esiste un insieme fattorizzante J tale

che ogni ideale frazionario finitamente generato di D si fattorizzi in modo

unico su J . In particolare, ogni dominio almost Dedekind di grado sharp

finito possiede un insieme fattorizzante.

Tale corollario generalizza, dunque, alcune delle classiche proprietà dei domi-

ni di Dedekind sulla fattorizzazione di ideali a quei domini almost Dedekind

che risultano particolarmente vicini ai domini di Dedekind; nello specifico

si tratta di domini almost Dedekind in cui ogni ideale massimale ha gra-

do sharp finito (notiamo infatti che un dominio di Dedekind è un dominio

almost Dedekind in cui tutti gli ideali massimali hanno grado sharp uno).

Tuttavia, si è visto come, in questa generalizzazione, si è costretti a rinuncia-

re alla possibilità di utilizzare, nella fattorizzazione, sempre e solo potenze

positive e in più in essa possono comparire anche ideali non necessariamente

massimali.
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Capitolo 4

Costruzioni di domini almost

Dedekind

I più semplici esempi di domini almost Dedekind sono dati dagli anelli di in-

teri algebrici in estensioni algebriche di grado finito dei numeri razionali. In

realtà questi sono “esempi speciali”, in quanto sono in particolare domini di

Dedekind e quindi noetheriani. Più difficile è dare esempi di domini almost

Dedekind non banali, ovvero di domini almost Dedekind non noetheriani.

Il primo esempio di dominio almost Dedekind che non fosse Dedekind era già

stato dato da Nakano nel 1953 in “Idealtheorie in einem speziellen unendli-

chen algebraischen Zahlkörper” [25], ancor prima che Gilmer avesse coniato

il termine almost Dedekind e ne avesse dato una definizione astratta che non

avesse nulla a che fare con gli anelli di interi algebrici.

Nakano aveva focalizzato la sua attenzione sulle proprietà degli anelli di in-

teri algebrici in estensioni algebriche di grado infinito dei numeri razionali.

Tali domini sono sempre domini di Prüfer di dimensione uno, ma non domi-

ni almost Dedekind in generale; in essi, infatti, possono esistere ideali primi

idempotenti. Ad esempio la chiusura integrale di Z nel campo A dei numeri

algebrici è un dominio di Prüfer di dimensione uno in cui tutti gli ideali

primi sono idempotenti. Quest’ultima proprietà discende dal fatto che A è

un campo algebricamente chiuso e dalla seguente proposizione.
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Proposizione 4.0.1. Sia D un dominio integralmente chiuso il cui campo

dei quozienti K sia algebricamente chiuso. Se J è un ideale di D tale che

rad(J) = J , allora J è idempotente.

Dimostrazione. Mostriamo che J2 = J , facendo vedere che J ⊆ J2. Sia,

dunque, a ∈ J e sia b ∈ K una radice del polinomio X2 − a = 0 (b esiste

poiché K è algebricamente chiuso). Inoltre b è intero su D, e quindi, essendo

D integralmente chiuso, b ∈ D. Ora b2 = a ∈ J , da cui b ∈ rad(J) = J . Ne

concludiamo che a = b2 ∈ J2.

Nakano considerò, allora, il problema di determinare quando un ideale di D è

idempotente, se D è la chiusura integrale di Z in un campo infinito di numeri

algebrici (i suoi principali risultati sono contenuti in [26], e sono poi stati

generalizzati da Arnold e Gilmer in [1] a un qualsiasi dominio di Prüfer). In

particolare il suo lavoro consistette nello studio di quelle estensioni infinite

del campo dei numeri razionali, nelle quali la chiusura integrale di Z non

presentasse ideali idempotenti. A tale scopo egli considerò un campo K che

fosse unione di una catena ascendente {Kα} di estensioni di grado finito del

campo dei numeri razionali tale che, denotando con Dα la chiusura integrale

di Z in Kα, le seguenti due condizioni fossero soddisfatte per ogni primo

p ∈ Q:

1. per α sufficientemente grande, tutti gli ideali primi Pα1 , . . . , Pαλα che

fattorizzano p in Dα non ramificano in Dα+1;

2. per ogni α esite β > α tale che Pαi si decomponga in Dβ, per ogni

i = 1, . . . , λα.

Nakano osservò che un campo K che soddisfi tali condizioni gode di inte-

ressanti proprietà. Ad esempio, se D è l’anello degli interi algebrici di K,

nessun ideale proprio I di D è idempotente e un ideale Q è un ideale P -

primario se e solo se Q è una potenza di P . Si noti come, per quanto visto

nel Capitolo 1, ciascuna di queste due proprietà caratterizza, nell’ambito dei

domini di Prüfer di dimensione uno, i domini almost Dedekind.

Inoltre egli mostrò che esistono campi di questo tipo e che un esempio poteva

essere ottenuto aggiungendo al campo dei numeri razionali le radici p-esime
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dell’unità, per ogni primo p (vedi il Paragrafo 4.1.2).

A partire dall’esempio di Nakano, sono tanti i matematici che si sono in-

teressati alle tecniche di costruzione di domini almost Dedekind. All’interno

di questo capitolo analizzeremo accuratamente due tecniche che riguarda-

no le estensioni infinite (Sezione 4.1) e una tecnica che concerne gli anelli

di semigruppo (Sezione 4.2). Tramite una di esse, forniremo anche esempi

concreti di domini almost Dedekind non notheriani. Accenneremo poi, bre-

vemente, ad altre tecniche di costruzione che si incontrano nella letteratura,

alcune delle quali forniscono ulteriori esempi di domini almost Dedekind non

Dedekind.

4.1 Estensioni infinite

4.1.1 Unione di una catena di domini di Dedekind

Esistono diverse costruzioni che hanno a che fare con estensioni infinite, le

quali seguono tutte dal seguente schema generale, fornito da Loper e Lucas

in [24].

Teorema 4.1.1. Sia D1 ⊆ D2 ⊆ · · · una catena di domini di Dedekind che

soddisfi ciascuna delle seguenti proprietà:

1. Per i < j, ogni ideale massimale di Di sopravvive in Dj.

2. Ogni ideale massimale di Dj si contrae su un ideale massimale di D1.

3. Se M ′ è un ideale massimale di Dj e M = M ′∩D1 allora M(Dj)M ′ =

M ′(Dj)M ′.

Allora il dominio D =
⋃∞
i=1Dn è un dominio almost Dedekind.

Dimostrazione. Per ogni n, denotiamo con Kn il campo dei quozienti di Dn.

Sia M un ideale massimale di D e sia Mi = M ∩Di. Chiaramente esiste i

tale che Mi 6= (0), altrimenti M =
⋃∞
i=1Mi = (0). Dal punto 2 segue che

Mi 6= (0) per ogni i.

Sia r
s ∈MDM con r ∈M e s ∈ D \M . Allora, per come è definito D, esiste

i per cui r, s ∈ Di. Quindi r ∈ M ∩Di = Mi e s ∈ Di \Mi. Ne segue che
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r
s ∈ Mi(Di)Mi . Osservando che M1 = Mi ∩ D1, dall’ipotesi 3 del teorema

si ha che Mi(Di)Mi = M1(Di)Mi . Quindi esiste b ∈ M1 e t ∈ Di \Mi tale

che b
t = r

s . In particolare t /∈M ; ne segue che r
s = b

t ∈M1DM . Viceversa è

chiaro che M1DM ⊆ MDM . Se ne deduce che MDM = M1DM . Ora D1 è

un dominio di Dedekind, da cui M1(D1)M1 è principale. Otteniamo quindi

che MDM = M1DM = M1(D1)M1DM è principale ed è inoltre di altezza

uno. Se ne conclude che DM è un DVR, per ogni ideale massimale M di D,

e, conseguentemente, che D è un dominio almost Dedekind.

La maggior parte delle prime costruzioni di domini almost Dedekind non

noetheriani furono ottenute utilizzando il metodo illustrato nel Teorema

4.1.1, nel caso in cui Di fosse intero su Di−1, per ogni i ≥ 2.

Successivamente, nel 1997, Loper diede in “Another Prüfer ring of integer-

valued polynomials” [20] un ulteriore esempio di costruzione di un’estensio-

ne infinita utilizzando il metodo del Teorema 4.1.1 con Di+1 sopra-anello

di Di[Xi] (dove Xi è una variabile). L’idea è quella di trovare, per ogni

ideale massimale M ⊆ Di, un numero finito di sopra-anelli di valutazione

noetheriani di Di[Xi], con ideali massimali centrati in M . Quindi si denota

con Di+1 l’intersezione dei sopra-anelli di valutazione noetheriani che corri-

spondono a tutti gli ideali massimali di Di; tuttavia bisogna assicurare che

Di+1 sia un dominio di Dedekind, ad esempio facendo in modo che Di sia

un’intersezione di un numero finito di domini di valuzione noetheriani.

Nel 2003 Loper e Lucas in [24] utilizzarono il Teorema 4.1.1 per dare ulterio-

ri esempi di domini almost Dedekind, tramite i quali giunsero a dimostrare

che per ogni intero k ≥ 1 esiste un dominio almost Dedekind di grado dull

k.

4.1.2 Unione di una rete di domini almost Dedekind

La presente costruzione fu data da Arnold e Gilmer nel loro articolo del

1967 “Idempotent ideals and unions of nets of Prüfer domains” [1]. Essa,

in particolare, sarà utile per fornire, successivamente, esempi non banali di

domini almost Dedekind.

Il risultato principale di questo paragrafo, contenuto nel Corollario 4.1.5, de-

ve essere preceduto dall’introduzione di una ulteriore notazione e da alcuni
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risultati intermedi.

Sia D0 un dominio almost Dedekind con campo dei quozienti K0 e sia K

un’estensione algebrica di campo di K0 che sia espressa come unione di una

rete {Kα}α∈A di campi intermedi, ognuno dei quali sia finito su K0 (con il

termine rete intendiamo che per ogni α, β ∈ A esiste un elemento γ di A

tale che Kα e Kβ sono sottocampi di Kγ):

K =
⋃
α∈A

Kα.

Assumiamo inoltre che K0 ∈ {Kα}α∈A. Per ogni α ∈ A, denotiamo con Dα

la chiusura integrale di D0 in Kα. Si osservi che, per il Teorema 1.0.7, ogni

Dα è un dominio almost Dedekind. Poniamo

D =
⋃
α∈A

Dα.

Allora D è la chiusura integrale di D0 in K e D∩Kα = Dα per ogni α ∈ A.

Si osservi inoltre che, per il Teorema 1.0.6, D è un dominio di Prüfer di

dimensione uno. Allora, per il Teorema 1.0.4, D sarà un dominio almost

Dedekind se e solo se D non contiene ideali massimali idempotenti.

Sia ora P un ideale primo di D; definiamo, per ogni α ∈ A, Pα = P ∩Dα.

Chiaramente Pα si contrae su P0. Per ogni α ∈ A, assoceremo a Pα un

intero positivo eα definito come segue. Se Vα := (Dα)Pα , allora, essendo Vα

un DVR, l’ideale P0Vα è una potenza di PαVα: P0Vα = (PαVα)eα . Notiamo

che se Kα ⊆ Kβ allora Pβ si contrae su Pα, da cui Vβ estende Vα; in tal caso

quindi si ha eα ≤ eβ.

Equivalentemente, l’intero eα può essere messo in relazone con la fattoriz-

zazione di P0Dα in Dα. Infatti si osservi che, per ogni α ∈ A, essendo Kα

un’estensione finita di K0, esistono solo un numero finito di ideali massimali

di Dα che si contraggono su P0 e Pα è uno di questi. Dalla Proposizione

3.2.3 segue allora che P0Dα è prodotto finito di potenze degli ideali mas-

simali di Dα che contengono P0. Allora eα rappresenta l’esponente di Pα

come fattore di P0Dα.
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Lemma 4.1.2. Mantenendo la notazione appena introdotta, sia I un ideale

di D e α un elemento fissato di A. Poniamo B := {β ∈ A|Kα ⊆ Kβ} e, per

ogni β ∈ B, sia Iβ := I ∩Dβ.

(a) Se k è un intero positivo, allora Ik =
⋃
β∈B I

k
β .

(b) Se per ogni β ∈ B esiste γ ∈ B tale che Iβ ⊆ I 2
γ , allora I è

idempotente.

Dimostrazione.

(a) Il contenimento
⋃
β∈B I

k
β ⊆ I

k è chiaro poiché Iβ ⊆ I per ogni β ∈ B.

Viceversa, se x ∈ Ik, allora x ∈ Jk per qualche ideale J finitamente

generato e contenuto in I. Allora esiste β ∈ B tale che J ⊆ Dβ, da

cui J ⊆ I ∩Dβ = Iβ. Quindi x ∈ Jk ⊆ I k
β ⊆

⋃
β∈B I

k
β .

(b) Si osservi che in tale ipotesi si ha
⋃
β∈B I

2
β ⊇

⋃
β∈B Iβ; allora, appli-

cando il punto (a), si ottiene:

I2 =
⋃
β∈B

I 2
β ⊇

⋃
β∈B

Iβ =
⋃
β∈B

I ∩Dβ = I ∩

⋃
β∈B

Dβ

 = I ∩D = I.

Proposizione 4.1.3. Sia P un ideale primo di D. Allora P è idempotente

se e solo se, per ogni α ∈ A, esiste un elemento β di A tale che Kα ⊆ Kβ e

Pα ⊆ P 2
β .

Dimostrazione. Il Lemma 4.1.2 mostra che, se vale la condizione della pro-

posizione, allora P è idempotente.

Viceversa, supponiamo che la condizione della proposizione sia falsa e mo-

striamo che, in tal caso, P non è idempotente. Esiste dunque un elemento

α ∈ A tale che, se B = {β ∈ A|Kα ⊆ Kβ}, allora, per ogni β ∈ B, si

ha Pα * P 2
β . Per la parte (a) del Lemma 4.1.2, P 2 =

⋃
β∈B P

2
β . Per

mostrare che P ) P 2 è dunque sufficiente mostrare che esiste un fissato

elemento di Pα che non appartenga a P 2
β , per ogni β ∈ B. Per agevolare

la notazione poniamo, come sopra, Vα := (Dα)Pα . Essendo Dα un dominio

almost Dedekind, l’ideale PαVα è principale ed è generato da un elemento
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x ∈ Pα \ P 2
α . Si osservi che, poiché Kα ⊆ Kβ, Vβ estende Vα. Inoltre Pβ

non è idempotente e Pα * P 2
β . Conseguentemente,

xVβ = xVαVβ = PαVαVβ = PαVβ * P 2
β Vβ.

Quindi x /∈ P 2
β Vβ, da cui x /∈ P 2

β . Ne concludiamo che x ∈ P \ P 2 e che,

quindi, P non è idempotente.

Teorema 4.1.4. Sia P un ideale primo di D. Allora P è idempotente se e

solo se l’insieme {eα}α∈A è illimitato.

Dimostrazione. Se P è idempotente, allora, per la Proposizione 4.1.3, per

ogni α ∈ A, esiste un elemento β di A tale che Kα ⊆ Kβ e Pα ⊆ P 2
β . In

particolare è quindi possibile costruire una successione {αn}∞n=1 di elementi

di A tali che Kαi ⊆ Kαi+1 per ogni i e tali che eαi+1 ≥ 2eαi per ogni i. Ne

segue che {eαi}∞i=1 e, conseguentemente {eα}α∈A, è illimitato.

Viceversa, se P non è idempotente, per la Proposizione 4.1.3, esiste un

elemento α ∈ A tale che per ogni β ∈ A con Kα ⊆ Kβ, Pα * P 2
β . Allora,

come nella dimostrazione della Proposizione 4.1.3, PαVβ * P 2
β Vβ e quindi,

essendo Vβ un DVR, PαVβ = PβVβ. Ne segue che

P eα
β Vβ = P eα

α Vβ = P eα
α VαVβ = P0VαVβ = P0Vβ.

Se ne deduce che eα = eβ per ogni β ∈ A tale che Kα ⊆ Kβ. Ora se γ è un

qualsiasi elemento di A, esiste, per definizione di rete, un elemento β di A

tale che Kγ ∪Kα ⊆ Kβ. Quindi eγ ≤ eβ = eα, ovvero {eγ}γ∈A è limitato da

eα.

Corollario 4.1.5. D è un dominio almost Dedekind se e solo se per ogni

ideale massimale P di D, l’insieme {eα}α∈A è limitato.

Dimostrazione. La tesi discende immediatamente dal Teorema 4.1.4, ricor-

dando che un dominio di Prüfer di dimensione uno è un dominio almost

Dedekind se e solo se è privo di ideali massimali idempotenti.

In conclusione, ogni estensione intera di un dominio almost Dedekind in un

ampliamento algebrico del suo campo dei quozienti è un dominio di Prüfer di

dimensione uno (Teorema 1.0.6). Per ottenere un dominio almost Dedekind,

la parte difficile è assicurare che le localizzazioni siano DVR. La chiave, per

quanto visto, è dunque quella di prestare attenzione alla ramificazione.
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Esempi di domini almost Dedekind non noetheriani

I seguenti esempi, tratti rispettivamente da [10, §42] e da [25, §1], rappre-

sentano la costruzione di un dominio almost Dedekind tramite la tecnica

della “unione di una rete di domini almost Dedekind”, analizzata preceden-

temente. La peculiarità di tali esempi risiede nel fatto che, a partire da un

dominio di Dedekind, quale Z, si costruisce un’estensione algebrica infinita

F di Q tale che la chiusura integrale Z∗ di Z in F sia un dominio almost

Dedekind non banale, ovvero che non sia un domino di Dedekind.

Allo scopo di comprendere totalmente la costruzione è necessario richiamare

alcune definizioni e fornire alcuni risultati intermedi.

Richiamiamo innanzitutto che se D è un dominio di Dedekind con campo dei

quozienti K e se F è un’estensione finita di K, allora la chiusura integrale

D∗ di D in F è un dominio di Dedekind per il Teorema 1.0.7. Quindi, se P

è un ideale massimale di D, PD∗ è prodotto di ideali massimali di D∗. Sia

PD∗ = M e1
1 · · ·M

er
r ,

dove gli ideali massimali Mi di D∗ sono tutti distinti. L’intero ei è detto

indice di ramificazione di Mi su P e il grado

fi :=

[
D∗

Mi
:
D

P

]
è detto grado relativo di Mi su P . E’ facile convincersi che ei e fi cos̀ı definiti

sono uguali all’indice di ramificazione e al grado relativo del DVR D∗Mi
sul

DVR DP definiti nel Teorema 0.0.8. Vale allora:

r∑
i=1

eifi ≤ [F : K] (4.1)

e quindi, in particolare, fi è finito per ogni i.

Se PD∗ è massimale in D∗, diciamo che P è inerte in D∗; se esiste i tale

che ei > 1, diciamo che P è ramificato in D∗; infine, se r > 1 e, per ogni i,

ei = 1, diciamo che P è decomposto in D∗.

Useremo questa notazione e questa terminologia nei risultati successivi.

Lemma 4.1.6. Sia D un dominio e sia {Ai}ni=1 un insieme di ideali di

D, a coppie coprimi. Se {fi}ni=1 è un sottoinsieme finito di D[X], con fi
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monico di grado k, allora esiste f ∈ D[X], f monico di grado k, tale che

f ≡ fi(Ai[X]) per ogni 1 ≤ i ≤ n.

Dimostrazione. Procederemo per induzione su n. Per n = 2, essendo A1

e A2 coprimi, possiamo scegliere a1 ∈ A1, a2 ∈ A2 tali che a1 + a2 = 1.

Quindi, se f = a2f1 + a1f2, f è monico di grado k e vale che:

f − f1 = (a2 − 1)f1 + a1f2 = a1(f2 − f1) ∈ A1[X],

e

f − f2 = a2f1 + (a1 − 1)f2 = a2(f1 − f2) ∈ A2[X].

Quindi

f ≡ f1(A1[X]) e f ≡ f2(A2[X]).

Supponiamo ora che esista un polinomio monico g di grado k tale che g ≡
fi(Ai[X]) per 1 ≤ i ≤ n − 1. Poiché anche A1 · · ·An−1 e An sono coprimi,

per il caso n = 2, esiste un polinomio monico f di grado k tale che

f ≡ g(A1 · · ·An−1[X]) e f ≡ fn(An[X]).

Conseguentemente, f ≡ fi(Ai[X]) per ogni 1 ≤ i ≤ n.

Proposizione 4.1.7. Sia D un dominio di Dedekind con campo dei quo-

zienti K e siano {Pi}ri=1, {Qi}si=1, e {Ui}ti=1, r ≥ 1, tre collezioni di ideali

massimali distinti di D, tali che i campi residui D/Pi, D/Qi e D/Ui siano

tutti finiti. Allora esiste un’estensione quadratica semplice K(α) di K, tale

che α sia intero su D e ogni Pi sia inerte in D∗, ogni Qi ramifichi in D∗ e

ogni Ui si decomponga in D∗ (D∗ denota qui la chiusura integrale di D in

K(α)).

Dimostrazione. Per ogni i = 1, . . . , r, D/Pi è un campo finito e

D[X]

Pi[X]
∼=
D

Pi
[X];

ne segue che esiste un polinomio monico gi in D[X] di grado 2 tale che gi

sia irriducibile modulo Pi[X].

Per ogni i = 1, . . . , s si scelga un elemento qi in Qi \Q2
i (Qi è non idempo-

tente).
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Poiché gli ideali {Pi}ri=1, {Qi}si=1, e {Ui}ti=1 sono a coppie coprimi, per il

Lemma 4.1.6, esiste un polinomio monico f in D[X] di grado 2 tale che:

f ≡ gi (Pi[X]), 1 ≤ i ≤ r; (4.2)

f ≡ X2 + qi (Q2
i [X]), 1 ≤ i ≤ s; (4.3)

f ≡ X(X + 1) (Ui[X]), 1 ≤ i ≤ t. (4.4)

Sia dunque α una radice di f in un’estensione di K; si noti che, essendo f

monico e irridicibile modulo P1[X], f è anche irriducibile in D[X] e dun-

que in K[X], essendo D integralmente chiuso. Quindi K(α) è un’estensione

quadratica di K.

Sia D∗ la chiusura integrale di D in K(α). Si mostrerà che ogni Pi, Qi e Ui

è rispettivamente inerte, ramificato e decomposto in D∗.

Si ricorda che il nucleo dell’omomorfismo canonico da D[X] in D[α], {g ∈
D[X] : g(α) = 0}, è l’ideale principale generato da f ; dalle proprietà ele-

mentari degli isomorfismi di anelli segue che per ogni ideale massimale P di

D si ha:
D[α]

P [α]
∼=

D[X]/(f)

(P [X] + (f)/(f))
∼=

D[X]

P [X] + (f)
∼=

∼=
D[X]/P [X]

(P [X] + (f))/P [X]
∼=

(D/P )[X]

(f)

(4.5)

dove f denota l’immagine di f in D/P [X].

Analizzaremo ora separatemente i casi in cui P = Pi, P = Qi, P = Ui.

Se P = Pi, f è irriducibile in (D/Pi)[X] e ha grado 2, da cui

(D/Pi)[X]/(f) è un’estensione di grado 2 di D/Pi. Allora, da (4.5), Pi[α] è

massimale in D[α] e [
D[α]

Pi[α]
:
D

Pi

]
= 2. (4.6)

Se P = Qi, allora f = X2, da cui (D/Qi)[X]/(f) ha un unico ideale mas-

simale, generato da X + (f), immagine di X in (D/Qi)[X]/(f), tale che

(X + (f))2 = 0. Ne segue che Hi = Qi[α] + (α) è massimale in D[α] e che

H2
i ⊆ Qi[α]. Mostriamo che Qi[α] ⊆ H2

i . A tale scopo, è sufficiente mostra-

re che Qi ⊆ H2
i = Q2

i [α] + αQi[α] + (α2). Per la scelta di qi (qi ∈ Qi \Q2
i ),
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Qi = Q2
i + (qi) per il Corollario 1.0.2, essendo D, in particolare, un dominio

almost Dedekind. Essendo chiaro che Q2
i ⊆ H2

i , basta mostrare che qi ∈ H2
i .

Dunque, sia f(X) = X2 + ax + b; poiché f ≡ X2 + qi(Q
2
i [X]), deve essere

a ∈ Q2
i e b − qi ∈ Q2

i . Si ottiene b = −α2 − aα ∈ (α2) + αQ2
i [α] ⊆ H2

i e

b− qi ∈ Q2
i ⊆ H2

i . Dunque qi = b− (b− qi) ∈ H2
i da cui Qi[α] = H2

i .

Infine, se P = Ui, f = X(X + 1) da cui (D/Ui)[X]/(f) ha esattamente due

ideali massimali, rispettivamente generati da X+(f) e X+1+(f). Ne segue

che esistono due ideali massimali distinti I
(1)
i e I

(2)
i di D[α] contenenti Ui[α].

Se ora P è un ideale massimale di D e se PD∗ = M e1
1 · · ·M

eh
h , da (4.1),

deve essere
h∑
i=1

eifi ≤ [K(α) : K] = 2,

dove

fi :=

[
D∗

Mi
:
D

P

]
.

Allora, per dimostrare che ogni Pi è inerte in D∗, è sufficiente mostrare che

esiste un ideale massimale Mi di D∗ che si contrae su Pi tale che[
D∗

Mi
:
D

Pi

]
≥ 2;

per mostrare che ogni Ui si decompone in D∗ sarà sufficiente far vedere che

Ui è contenuto in due ideali massimali distinti di D∗; infine, per mostrare

che ogni Qi è ramificato in D∗ basta mostrare che ogni Qi è contenuto nel

quadrato di un ideale massimale di D∗.

Poiché α è intero su D, D[α] ⊆ D∗ da cui, per il teorema del lying over,

esistono ideali massimali {Mi}ri=1, {Ni}si=1 e {R(j)
i }i=1,...,t, j=1,2 di D∗ tali

che Mi ∩D[α] = P [α], per i = 1, . . . , r, Ni ∩D[α] = Hi, per i = 1, . . . , s e

R
(j)
i ∩D[α] = I

(j)
i , per i = 1, . . . , s, j = 1, 2.

Se ne conclude che Ui è decomposto per ogni i = 1, . . . , t, perché contenuto

in R
(1)
i e R

(2)
i ; Qi è ramificato per ogni i = 1, . . . , s, poiché Qi ⊆ H2

i ⊆ N2
i ;

infine Pi è inerte per ogni i = 1, . . . , r poiché, essendo

D

Pi
⊆ D[α]

Pi[α]
⊆ D∗

Mi
,
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da (4.6) si ha:[
D∗

Mi
:
D

Pi

]
=

[
D∗

Mi
:
D[α]

Pi[α]

] [
D[α]

Pi[α]
:
D

Pi

]
= 2

[
D∗

Mi
:
D[α]

Pi[α]

]
≥ 2.

A questo punto, siamo provvisti di tutti gli strumenti che ci permetteranno

di costruire domini almost Dedekind non noetheriani.

Esempio 1. Sia {pi} la successione dei primi in Z. Per il Teorema 4.1.7

esiste un intero algebrico α1 di grado 2 su Q tale che (p1) si decomponga in

Z1, la chiusura integrale di Z in F1 = Q(α1) (si osservi che, per il Teorema

1.0.7, Z1 è un dominio di Dedekind, essendo [F1 : Q] = 2). Si assuma che

p1Z1 = M
(1)
1 M

(1)
2 ,

dove M
(1)
1 e M

(1)
2 sono ideali primi distinti di Z1.

Nuovamente, allora, per il Teorema 4.1.7, è possibile scegliere un intero

algebrico α2 tale che α2 abbia grado 2 su F1, tale che M
(1)
1 e ogni primo

Q di Z1 che si contrae su (p2) in Z siano inerti in Z2 e tale che M
(1)
2 si

decomponga in Z2, dove Z2 denota la chiusura integrale di Z in F2 = F1(α2).

In particolare

M
(1)
1 Z2 = M

(2)
1 e M

(1)
2 Z2 = M

(2)
2 M

(2)
3 ,

con M
(2)
1 , M

(2)
2 e M

(2)
3 ideali primi distinti di Z2.

Mostriamo che {M (2)
1 ,M

(2)
2 ,M

(2)
3 } è esattamente l’insieme degli ideali primi

di Z2 che si contraggono su (p1) in Z.

Si osservi per prima cosa che:

p1Z2 = p1Z1Z2 = M
(1)
1 M

(1)
2 Z2 = M

(1)
1 Z2M

(1)
2 Z2 = M

(2)
1 M

(2)
2 M

(2)
3 (4.7)

Da (4.7) segue che M
(2)
i divide p1Z2 per i = 1, 2, 3. Ciò implica che

p1Z2 ⊆ M
(2)
i , da cui p1 ∈ M

(2)
i per i = 1, 2, 3. Se M

(2)
i ∩ Z = qZ, allo-

ra p1 ∈ qZ da cui p1 = q.

Supponiamo ora che esista un ideale primo M in Z2 tale che M ∩ Z = p1Z.

Allora p1 ∈ M , da cui p1Z2 ⊆ M . Essendo Z2 un dominio di Dedekind,
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ciò è equivalente al fatto che M divide p1Z2. Allora, da (4.7) e dall’uni-

cità della fattorizzazione nei domini di Dedekind, segue chiaramente che

M ∈ {M (2)
1 ,M

(2)
2 ,M

(2)
3 }.

Procedendo per induzione, si assuma ora che gli interi algebrici α1, α2, . . . , αk

siano stati scelti in modo che, se Fi = Q(α1, . . . , αi) e se Zi è la chiusu-

ra integrale di Z in Fi per ogni i = 1, . . . , k, le seguenti condizioni siano

soddisfatte:

1. [Fi+1 : Fi] = 2 per 1 ≤ i ≤ k − 1.

2. Esistono esattamente i + 1 ideali primi distinti di Zi, {M (i)
j }

i+1
j=1, che

si contraggono su (p1) in Z. Inoltre, ∀ j < i+ 1, M
(i)
j è inerte in Zi+1:

M
(i)
j Zi+1 = M

(i+1)
j

e M
(i)
i+1 si decompone in Zi+1:

M
(i)
i+1Zi+1 = M

(i+1)
i+1 M

(i+1)
i+2 .

Queste condizioni valgono per ogni i = 1, . . . , k − 1.

3. Ogni ideale primo di Zi che si contrae su uno dei seguenti ideali primi

di Z: (p2), (p3), . . . , (pi+1), è inerte in Zi+1 per 1 ≤ i ≤ k − 1.

Si osservi che l’unione di {M (k)
j }

k+1
j=1 e dell’insieme degli ideali massimali di

Zk che si contraggono su uno degli ideali primi (p2), (p3), . . . , (pk+1) di Z
è un insieme finito di ideali primi del dominio di Dedekind Zk, ognuno di

indice finito in Zk.

Ora, per il Teorema 4.1.7, esiste un intero algebrico αk+1 di grado 2 su Fk

tale che, se Zk+1 è la chiusura intera di Zk in Fk+1 = Fk(αk+1), ogni M
(k)
j ,

per 1 ≤ j ≤ k, e ogni ideale massimale di Zk che si contrae sugli ideali primi

(p2), (p3), . . . , (pk+1) di Z sia inerte in Zk+1, mentre M
(k)
k+1 si decomponga

in Zk+1.

In particolare se poniamo

M
(k)
j Zk+1 = M

(k+1)
j , per 1 ≤ j ≤ k
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e

M
(k)
k+1Zk+1 = M

(k+1)
k+1 M

(k+1)
k+2 ,

mostriamo che {M (k+1)
j }k+2

j=1 è esattamente l’insieme dei k + 2 ideali mas-

simali di Zk+1 che si contraggono su (p1) in Z. Chiaramente M
(k+1)
j si

contrae su (p1) in Z per ogni j = 1, . . . , k + 2. D’altro canto, sia M un

ideale massimale di Zk+1 che si contrae su (p1) in Z; allora M deve con-

trarsi su un ideale massimale di Zk che si contrae su (p1) in Z; infatti

(M ∩ Zk) ∩ Z = M ∩ (Zk ∩ Z) = M ∩ Z = (p1). Detto equivalentemen-

te M ∩ Zk ∈ {M
(k)
j }

k+1
j=1 , da cui M ∈ {M (k+1)

j }k+2
j=1 .

Ne segue che le condizioni 1, 2 e 3 valgono per ogni i = 1, . . . , k.

Allora per induzione esiste una successione di interi algebrici {αi}∞i=1 tali

che se Fi = Q(α1, . . . , αi) e, se Zi è la chiusura integrale di Z in Fi, allora

1, 2 e 3 sono valide per ogni i ≥ 1.

Poniamo

F =
∞⋃
i=1

Fi e Z∗ =
∞⋃
i=1

Zi.

Chiaramente Z∗ è la chiusura integrale di Z in F . Segue dal Corollario 4.1.5

che Z∗ è un dominio almost Dedekind: infatti, un qualsiasi ideale massimale

P di Z∗ si contrae, in Z, su uno degli ideali massimali (p1), . . . , (pj), . . . e, per

ogni j e per ogni i, pjZi presenta una fattorizzazione in cui nessun fattore

compare a una potenza maggiore di uno. Tuttavia Z∗ non è un dominio

di Dedekind, per il Teorema 2.2.6, in quanto l’elemento p1 appartiene a un

numero infinito di ideali massimali di Z∗.

Si vuole infine provare che

M∗ =
∞⋃
n=1

M
(n)
n+1

è l’unico ideale di Z∗ che non sia finitamente generato.

A tale scopo, si prenda un ideale massimale M di Z∗ diverso da M∗. Allora,

poiché

M = M ∩

( ∞⋃
i=1

Zi

)
=
∞⋃
i=1

(M ∩ Zi),
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segue che esiste un intero i tale che M ∩ Zi 6= M
(i)
i+1. Inoltre, se j > i si ha

M ∩ Zj 6= M
(j)
j+1 poiché (M ∩ Zj) ∩ Zi = M ∩ Zi 6= M

(i)
i+1 = M

(j)
j+1 ∩ Zi.

Dalla scelta della successione {αi}∞i=1 segue che esiste un intero j > i tale

che M ∩ Zj sia inerte in Zk per ogni k ≥ j. Allora M ∩ Zk = (M ∩ Zj)Zk e

M =
∞⋃
k=j

(M ∩ Zk) =
∞⋃
k=j

(M ∩ Zj)Zk = (M ∩ Zj)
∞⋃
k=j

Zk = (M ∩ Zj)Z∗

Essendo Zj un domino di Dedekind, segue che M ∩ Zj ha una base di due

elementi e, conseguentemente, anche M ha una base di due elementi; M è

pertanto finitamente generato.

Allora M∗ deve essere non finitamente generato, altrimenti Z∗ risulterebbe

noetheriano e pertanto un dominio di Dedekind. Risulta in tal modo dimo-

strato che M∗ è l’unico ideale massimale che non sia finitamente generato.

Si noti che l’esempio appena analizzato non rappresenta altro che un ca-

so particolare dell’esempio riportato in [1].

Sia, infatti, {Pi}i=1∞ l’insieme di tutti gli ideali massimali di un dominio di

Dedekind D con campo dei quozienti K. Arnold e Gilmer mostrano in [1] co-

me sia possibile costruire una successione K ⊆ K(α1) ⊆ . . . ⊆ K(αn) ⊆ . . .

di estensioni algebriche semplici di K, tali che valgano le seguenti proprietà:

(1) [K(α1) : K] = 2 e [K(αi+1) : K(αi)] = 2, per i = 1, 2, . . .;

(2) Se Dn è la chiusura integrale di D in K(αn) e se {M (n)
r,1 , . . . , {M

(n)
r,λr
}

è l’insieme degli ideali massimali di Dn che si contraggono su Pr, 1 ≤
r ≤ n+2, allora M

(n)
1,1 Dn+1 = M

(n+1)
1,1 M

(n+1)
1,2 e per ogni M

(n)
i,j 6= M

(n)
1,1 ,

M
(n)
i,j è inerte in Dn+1.

Dimostrano, inoltre, che, seD∗ è la chiusura integrale diD in L =
⋃∞
i=1K(αi),

D∗ è un dominio almost Dedekind che non è Dedekind e M =
⋃∞
i=1M

(i)
1,1 è

l’unico ideale di D∗ che non è finitamente generato.

Esempio 2. (Esempio di Nakano) Sia {pi} la successione dei primi in

Z. Denotiamo con ωp la p-esima radice primitiva dell’unità. Siano F0 := Q,

F1 := Q(wp1), F2 := Q(wp1 , wp2), . . ., Fi := Q(wp1 , wp2 , . . . , wpi), . . .. Sia
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inoltre Zi la chiusura integrale di Z in Fi. Per il Teorema 1.0.7, Zi è un

dominio di Dedekind per ogni i. Poniamo

F =
∞⋃
i=1

Fi e Z∗ =
∞⋃
i=1

Zi.

Chiaramente Z∗ è la chiusura integrale di Z in F .

In [25], Nakano sintetizza i suoi risultati nel seguente teorema.

Teorema 4.1.8. Con la notazione appena introdotta, se p è un primo in Z,

allora pZi = (P
(i)
1 P

(i)
2 · · ·P

(i)
λi

)ei, dove P
(i)
k è un ideale primo di Zi per ogni

k = 1, . . . , λi, e l’esponente ei resta costante per i sufficientemente grande,

mentre λi aumenta quando i tende all’infinito. Inoltre a partire da Q = F0 si

può estrarre una sottosuccessione {Zij}∞j=1 da {Zi}∞i=1 tale che ognuno degli

ideali primi P
(ij)
k (k = 1, . . . , λij ) nel passaggio da Zij a Zij+1 si decompone

sempre in almeno due ideali primi distinti di Zij+1.

Alla luce di questo teorema, il fatto che Z∗ sia un dominio almost Dedekind

è una diretta conseguenza del Corollario 4.1.5, in quanto l’insieme {ei}∞i=1 è

limitato.

Inoltre la non noetherianità di Z∗ si dimostra notando che, per il Teorema

4.1.8, qualche primo p appartiene a un numero infinito di ideali massimali

di Z∗.

4.2 Anelli di semigruppo

Tale costruzione risale al 1974, quando, nell’articolo “Semigroup rings as

Prüfer rings” [15], Gilmer e Parker diedero le condizioni affinché un anello

di semigruppo sia un dominio almost Dedekind [15, Teorema 4.1].

Richiamiamo che un semigruppo S è un insieme non vuoto dotato di un’o-

perazione binaria associativa. Denoteremo tale operazione con +.

Un semigruppo S si dice abeliano se s + t = t + s per ogni s, t ∈ S. Se ora

S è abeliano, S si dice cancellativo se in esso vale la legge di cancellazione,

ovvero, se per ogni s ∈ S, s+a = s+ b implica a = b. Inoltre S si dice senza
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torsione se per ogni n e per ogni x, y ∈ S l’uguaglianza nx = ny implica

x = y.

Infine definiamo il gruppo quoziente G di un semigruppo abeliano e cancella-

tivo S come il più piccolo gruppo, a meno di isomorfismi, in cui S può essere

immerso. Con un abuso di notazione possiamo scrivere G = {s− t|s, t ∈ S}.

In tale sezione Q0 denoterà il semigruppo additivo dei razionali non negativi

e Z0 il semigruppo additivo degli interi non negativi.

4.2.1 Sottosemigruppi di Prüfer di Q0

Definizione. Un semigruppo S0 è detto sottosemigruppo di Prufër di Q0

se è della forma S0 = G∩Q0, dove G è un sottogruppo di Q che contiene Z.

I sottosemigruppi di Prufër di Q0 possono essere caratterizzati nel modo

seguente.

Proposizione 4.2.1. S0 è un sottosemigruppo di Prüfer di Q0 se e solo

se S0 è generato da 0 e da una famiglia (eventualmente finita) {1/mi}i di

numeri razionali, dove {mi}i è una famiglia di interi positivi con la proprietà

che mi divide mi+1 per ogni i.

Dimostrazione. Se S0 è generato da 0 e da una famiglia {1/mi}i di numeri

razionali, allora S0 = G ∩Q0 dove G è il gruppo quoziente di S0. Si osservi

che G contiene Z in quanto S0 lo contiene. Segue che S0 è un sottosemi-

gruppo di Prüfer di Q0.

Viceversa, supponiamo che S0 = G ∩ Q0 dove G è un sottogruppo di

Q che contiene Z (si osservi che S0 contiene Z). Sia a/b ∈ Q tale che

MCD(a, b) = 1; mostriamo che a/b ∈ S0 se e solo se 1/b ∈ S0. Chiaramente

se 1/b ∈ S0 allora a/b ∈ S0. Viceversa, per l’identità di Bezout esistono

x, y ∈ Z tali che ax+ by = 1; allora si ha:

1

b
=
ax+ by

b
= x

a

b
+ y ∈ S0.

Siano dunque 1 ≤ n1 < n2 < · · · tali che 1/ni ∈ S0 per ogni i; se ne

deduce che S0 è generato dall’insieme S = {1/ni}i. Mostriamo ora come sia

possibile costruire, a partire dall’insieme S, un insieme T = {1/mj}j tale
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che T generi S0 e mj divida mj+1 per ogni j.

Sia T inizialmente vuoto. Per prima cosa poniamo m1 := n1 e aggiungiamo

1/m1 a T . Consideriamo n2; osserviamo che, se MCD(m1, n2) = d e se

x, y ∈ Z sono tali che xm1 + yn2 = d, si ha:

1

mcm(m1, n2)
=

d

m1n2
=
xm1 + yn2

m1n2
= x

1

n2
+ y

1

m1
∈ S0

e quindi, ponendo m2 = mcm(n1, n2), si ha che esiste h ∈ Z tale che 1/n2 =

h · 1/m2. Aggiungiamo 1/m2 a T . Quindi si prosegue, ordinatamente,

considerando n3 e, seguendo lo stesso ragionamento, se mcm(m2, n3) 6= m2,

si pone m3 = mcm(m2, n3). E cos̀ı via.

In questo modo si costruisce un insieme T = {1/mj}j tale che T genera S0

e mj divide mj+1 per ogni j, come volevasi dimostrare.

Definizione. Sia S0 un sottosemigruppo di Prüfer di Q0 e sia p1, p3, . . . , pn, . . .

la successione degli interi primi positivi. Poniamo ki =∞ se 1/p ti ∈ S0 per

ogni intero positivo t, altrimenti sia ki il più grande intero non negativo s

tale che 1/p si ∈ S0 (si noti che la definizione di un sottosemigruppo di Prüfer

di Q0 implica che 1 = 1/p 0
i è in S). Allora la successione {k1, k2, . . . , kn, . . .}

è detta la caratteristica di S0 e ogni ki prende il nome di pi-componente di

S0.

Si noti che se {0} ∪ {1/ni}i è un insieme di generatori di S0, con 0 < n1 <

n2 < · · · e ni|ni+1 per ogni i, allora la condizione che la p-componente di

S0 sia finita equivale alla condizione che p non divida nj+1/nj per un j

sufficientemente grande.

4.2.2 Anelli di semigruppo almost Dedekind

A partire dal concetto di semigruppo, possiamo definire un anello di semi-

gruppo.

Definizione. Sia R un anello e S un semigruppo additivo, commutativo e

con zero. Allora l’anello di semigruppo generato da S, che denoteremo con

R[S], è definito come l’algebra simbolica

R[S] : = R[Xs; s ∈ S] =

{∑
s∈S

asX
s|as = 0 per quasi tutti gli indici s ∈ S

}
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con la somma e la moltiplicazione definite formalmente dalle relazioni

X0 := 1, Xs ·Xt := Xs+t.

Osservazioni

1. Possiamo pensare agli anelli di semigruppo come a una generalizzazio-

ne degli anelli di polinomi; infatti ogni anello di polinomi

R[Y1, . . . , Yn] in n indeterminate è isomorfo a un anello di semigruppo

su R prendendo S = N × · · · × N, il prodotto diretto di n copie del

semigruppo additivo N, tramite l’isomorfismo R[S] → R[Y1, . . . , Yn]

definito come segue:∑
finite

hj∈N,∀j

a(h1,...,hn)X
(h1,...,hn) 7−→

∑
finite

hj∈N, ∀j

a(h1,...,hn)Y
h1

1 · · ·Y
hn
n .

2. Se S = Z allora R[S] è isomorfo a R[Y, Y −1] tramite l’isomorfismo

R[S]→ R[Y, Y −1] definito come segue:∑
finite
k∈Z

akX
k 7−→

∑
finite
k∈Z

akY
k.

D’ora in poi limiteremo la nostra attenzione al caso in cui R sia un dominio e

S un semigruppo additivo, abeliano, cancellativo, senza torsione e con zero.

Il motivo di tali assunzioni è che R[S] è un dominio se e solo se R è un

dominio e S un semigruppo cancellativo e privo di torsione [11, Teorema

8.1].

Dato un semigruppo e un suo sottosemigruppo è possibile introdurre su

di essi delle nozioni di dipendenza integrale. Si vedrà come tali relazioni di

dipendenza integrale tra semigruppi influiranno su quelle tra i corrispondenti

anelli di semigruppo.

Definizione. Sia T un semigruppo e sia S un sottosemigruppo di T conte-

nente 0. Un elemento t ∈ T si dice intero su S se esiste n ∈ N \ {0} tale che

nt ∈ S.
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Proposizione 4.2.2. Sia T un semigruppo, S un sottosemigruppo di T

contenente 0 e D un dominio. Allora Xt ∈ D[T ] è intero su D[S] se e solo

se t è intero su S.

Dimostrazione. Se t è intero su S, allora esiste n ∈ N \ {0} tale che nt ∈ S;

ne segue che Xt è radice del polinomio Y n − Xnt ∈ D[S][Y ], ovvero Xt è

intero su D[S].

Viceversa supponiamo che Xt sia intero su D[S]. Allora:

Xnt + hn−1X
(n−1)t + · · ·+ h0 = 0, (4.8)

dove hi ∈ D[S] per ogni i. Quindi, poiché 0 presenta un’unica rappresen-

tazione nella forma
∑n

j=1 ajX
tj con aj ∈ D \ {0} e tj 6= tk per ogni j 6= k,

deve annullarsi, nel primo membro della (4.8), il simbolo Xnt; pertanto deve

esistere almeno un i < n tale che nt = s+ it per qualche s ∈ S, da cui, per

cancellazione, (n− i)t = s. Se ne conclude che t è intero su S.

Proposizione 4.2.3. Sia D un dominio e sia G un gruppo senza torsione.

Allora D[G] è integralmente chiuso se e solo se D è integralmente chiuso

Dimostrazione. Sia K il campo dei quozienti di D. Essendo D[G] ∩ K =

D, segue che D è integralmente chiuso in quanto intersezione di domini

integralmente chiusi.

Supponiamo, viceversa, che D sia integralmente chiuso e che y = f1
f2

, f1, f2 ∈
D[G], sia un elemento del campo dei quozienti diD[G] intero suD[G]. Allora

esistono h0, . . . , hn−1 ∈ D[G] tali che:

yn + hn−1y
(n−1) + · · ·+ h0 = 0. (4.9)

Sia H il sottogruppo di G generato dall’insieme {f1, f2, h0, . . . , hn−1}; allora

y appartiene al campo dei quozienti di D[H] ed è intero su D[H]. Poiché H è

un gruppo finitamente generato e privo di torsione si ha che H ∼= Zm per un

certo m. Quindi D[H] ∼= D[Y1, . . . , Ym][Y −1
1 , . . . , Y −1

m ], che rappresenta la

localizzazione dell’anello di polinomi D[Y1, . . . , Ym] nella parte moltiplicativa

generata dall’insieme {Y1, . . . , Ym}. Essendo, per ipotesi, D integralmente

chiuso, anche D[Y1, . . . , Ym][Y −1
1 , . . . , Y −1

m ] è integralmente chiuso. Quindi

y ∈ D[H] ⊆ D[G] e D[G] è integralmente chiuso, come volevasi dimostrare.
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Ai nostri fini sarà, infine, utile richiamare i seguenti risultati.

Teorema 4.2.4. [14, Teorema 8.4] Sia D un dominio e S un semigruppo.

Allora D[S] è un PID se e solo se D è un campo e S è isomorfo a Z0 o Z.

Lemma 4.2.5. Sia F un campo e 1 = m0 < m1 < m2 < · · · una sequenza

infinita di interi positivi tali che mi|mi+1 per ogni i e tale che la caratteristica

di F non divida mi. Allora il dominio

D =
∞⋃
i=0

F [X1/mi , X−1/mi ]

è almost Dedekind.

Dimostrazione. Sia Di = F [X1/mi , X−1/mi ] per ogni i e sia Ki = F (X1/mi)

il campo dei quozienti di Di. Osservando che D0 = F [X,X−1] è un anello di

quozienti di F [X] rispetto alla parte moltiplicativa generata da {X}, si ha

che D0 è un dominio di Dedekind; inoltre Di è la chiusura integrale di D0 in

Ki per ogni i, per cui, applicando il Teorema 1.0.7 ([Ki : K0] = mi < ∞),

si ottiene che Di è un dominio di Dedekind per ogni i. Definiamo, quindi,

per ogni ideale massimale P di D e per ogni i ≥ 0, Pi := P ∩ Di e ei

l’esponente di Pi come fattore dell’ideale P0Di nel dominio di Dedekind Di.

Allora, per il Teorema 4.1.5, D =
⋃∞
i=0Di è almost Dedekind se e solo se

l’insieme {ei}∞i=0 è limitato per ogni ideale massimale P di D. In particolare

mostreremo che, nel nostro caso, ogni ei è 1 per ogni ideale massimale P

di D; ciò è equivalente a dire che per ogni i nessun ideale primo di D0

ramifica in Di. Cambiando la notazione, sarà sufficiente mostrare che, se la

caratteristica di F non divide un intero positivo n, allora nessun ideale primo

di F [X,X−1] ramifica in F [X1/n, X−1/n]. Essendo F (X1/n) separabile su

F (X) sappiamo che gli unici ideali massimali di F [X,X−1] che ramificano

in F [X1/n, X−1/n] sono quelli che contengono d, il discriminante di F (X1/n)

su F (X) [31, p. 303]. Ma in questo caso d = ±nnXn−1 6= 0 (q - n) e nnXn−1

è invertibile in F [X,X−1]. Segue che nessun ideale massimale di F [X,X−1]

ramifica in F [X1/n, X−1/n] e D è almost Dedekind, come asserito.

Giungiamo, cos̀ı, al risultato centrale di questa sezione in cui vengono ripor-

tate le condizioni affinché un anello di semigruppo sia un dominio almost

Dedekind.
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Teorema 4.2.6. Sia F un campo di caratteristica q e S un sottosemigruppo

di Prüfer di Q0 con gruppo quoziente G.

(a) L’anello di semigruppo F [S] è un dominio almost Dedekind se e solo se

S è isomorfo a Z0. In particolare F [S] è un dominio almost Dedekind

se e solo se è un PID.

(b) F [G] è un dominio almost Dedekind se e solo se q = 0 o q > 0 e la

q-componente della caratteristica di S è finita.

Dimostrazione.

(a) Se S = Z0, allora F [S] è un PID, per il Teorema 4.2.4, e quindi è un

dominio almost Dedekind.

Viceversa, supponiamo che F [S] sia un dominio almost Dedekind. Sia {0}∪
{1/ni}∞i=1 un insieme di generatori di S, con 0 < n1 < n2 < · · · e ni|ni+1 per

ogni i. Allora, a meno di isomorfismi, F [S] è
⋃
i F [X1/ni ]; se l’insieme {ni}i

è illimitato, allora l’ideale massimale di
⋃
i F [X1/ni ] generato da {X1/ni}∞i=1

è idempotente in quanto X1/ni = (X1/ni+1)ni+1/ni . Essendo per ipotesi F [S]

un dominio almost Dedekind, esso è privo di ideali massimali idempotenti

per il Teorema 1.0.4. Deve quindi esistere in {ni}i un elemento massimale

n, da cui S è generato da {0} ∪ {1/n}, ovvero S = {m/n |m ∈ Z0}. S è

conseguentemente è isomorfo a Z0.

(b) Supponiamo per prima cosa che F [G] sia un dominio almost Dedekind e

che q > 0. Mostreremo che, se per assurdo la q-componente della caratte-

ristica di S è infinita, allora F [G] non è almost Dedekind. In tale ipotesi

{1/qn}∞n=0 ⊆ S ⊆ G. Sia dunqueH il sottogruppo diG generato dall’insieme

{1/qn}∞n=0 (si noti che H è un sottogruppo di Q contenente Z). Osserviamo

che, essendo un campo integralmente chiuso, per la Proposizione 4.2.3, F [H]

e F [G] sono entrambi domini integralmente chiusi. Facciamo vedere, inoltre,

che F [G] è la chiusura integrale F [H]∗ di F [H] nel campo dei quozienti di

F [G]: chiaramente, essendo F [G] integralmente chiuso, si ha F [H]∗ ⊆ F [G];

viceversa, si osservi che ogni elemento di G è intero su H (per ogni a/b ∈ G,

b · a/b = a ∈ Z ⊆ H), da cui, per la Proposizione 4.2.2, ogni elemento di

F [G] è intero su F [H], ovvero F [G] ⊆ F [H]∗. Quindi F [H]∗ = F [G]. Allora,

per il Teorema 1.0.7, sarà sufficiente mostrare che F [H] non è un dominio
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almost Dedekind per arrivare alla contraddizione che F [G] non è un dominio

almost Dedekind. Si osservi che F [H] =
⋃∞
n=1 F [X1/qn , X−1/qn ] e l’ideale

massimale di F [H] generato da {1−X1/qn}∞n=1 è idempotente dal momento

che (1−X1/qn+1
)q = 1−X1/qn per ogni n. Se ne conclude che F [G] non è

almost Dedekind se la q-componente di S è infinita.

Viceversa supponiamo che q = 0 o che q > 0 e la q-componente di S è

finita. Sia {0} ∪ {1/ni}i un insieme di generatori di S con le solite ipotesi

su n1, n2, . . .. Se l’insieme {n1, n2, . . .} è limitato, allora S è isomorfo a Z0

e conseguentemente G è isomorfo a Z; dal Teorema 4.2.4 segue quindi che

F [G] è almost Dedekind.

Possiamo pertanto limitarci al caso in cui l’insieme {n1, n2, . . .} è illimitato.

Inoltre possiamo trattare contemporaneamente i casi q = 0 e q > 0 osservan-

do che, se q > 0, non si perde di generalità se si assume che la q-componente

di S è zero. Infatti se q > 0, allora, essendo la q-componente di S limitata,

esiste un intero k tale che q non divida ni+1/ni per i ≥ k. Si ha dunque:

F [G] =
∞⋃
i=1

F [X1/ni , X−1/ni ] =
∞⋃
i=k

F [X1/ni , X−1/ni ] =

=
∞⋃
i=k

F [(X1/nk)nk/ni , (X1/nk)−nk/ni ] =
∞⋃
j=0

F [Y 1/tj , Y −1/tj ],

dove Y = X1/nk e tj = nk+j/nk per ogni j ≥ 0; si noti che tj+1/tj =

nk+j+1/nk+j non è divisibile per q per ogni j ≥ 0.

La tesi che F [G] è almost Dedekind segue allora dal Lemma 4.2.5

Corollario 4.2.7. Sia F un campo di caratteristica q e G un sottogruppo

di Q contenente Z. L’anello di gruppo F [G] è un dominio almost Dedekind

se e solo se q = 0 o q > 0 ed esiste un intero positivo k tale che 1/qk /∈ G.

Dimostrazione. G0 = G ∩ Q0 è un sottosemigruppo di Prüfer di Q0 con

gruppo quoziente G. In più, se p è un primo, allora la p-componente della

caratteristica di G0 è infinita se e solo se 1/pt ∈ G per ogni intero positivo t.

Ne segue che il Corollario 4.2.7 segue direttamente dal punto (b) del Teorema

4.2.6.

Si osservi che, per un dominio D e un gruppo abeliano G, l’anello di gruppo

D[G] è noetheriano se e solo se D è noetheriano e G è finitamente generato
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[11, Teorema 7.7]. Quindi tramite questa osservazione e il Corollario 4.2.7

è possibile costruire una classe di esempi di domini almost Dedekind non

noetheriani.

4.3 Ulteriori tecniche di costruzione

1. Costruzione del gruppo di divisibilità

In [28], Olberding fa ricorso al seguente teorema di Jaffard-Kaplansky-

Ohm per costruire interessanti esempi di SP-domini e quindi di domini

almost Dedekind (si ricorda che dato un dominio D con campo dei

quozienti K, se U(D) rappresenta il gruppo delle unità di D e K∗ gli

elementi non nulli di K, allora il gruppo quoziente moltiplicativo K∗

U(D)

è il gruppo di divisibilità di D):

Teorema 4.3.1. [10, Teorema 18.6] Se G è un gruppo abeliano or-

dinato reticolato, allora esiste un dominio di Bézout il cui gruppo di

divisibilità è ordinatamente isomorfo a G.

Questo teorema garantisce solo che il dominio cos̀ı costruito è un do-

minio di Bézout. Olberding assicura che esso è un dominio almost

Dedekind, per mezzo dei seguenti passi.

(a) Si scelga uno spazio booleano X.

(b) Si noti che X è isomorfo allo spazio degli ultrafiltri sull’algebra

booleana L(X) degli insiemi clopen di X.

(c) Si costruisca un gruppo abeliano ordinato reticolato G tale che lo

spazio dei filtri dei primi di G+ sia omeomorfo allo spazio degli

ultrafiltri di L(X).

(d) Si usi il teorema di Jaffard-Kaplansky-Ohm per costruire un do-

minio di Bézout che abbia G come gruppo di divisibilità.

(e) Si mostri che la topologia spettrale dei primi non nulli di D è

omeomorfa allo spazio dei filtri dei primi di G+.

(f) Si mostri che la proprietà booleana su X garantisce che il dominio

D cos̀ı ottenuto è un dominio almost Dedekind (in particolare un

SP-dominio).
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Il risultato principale del lavoro di Oldering è contenuto nel seguente

teorema:

Teorema 4.3.2. [28, Teorema 3.2] Sia X uno spazio booleano. Al-

lora esiste un SP-dominio D tale che Max(D) sia omeomorfo a X.

Tale dominio D è necessariamente un dominio almost Dedekind e i

punti isolati di X corrispondono agli ideali massimali di D che sono

finitamente generati.

2. Intersezioni di domini di valutazione

Questa è una tecnica utilizzata da Loper in “More almost Dedekind

domains and Prüfer domains of polynomials” [19] e “Sequence domains

and integer-valued polynomials” [21] che segue, in entrambi gli articoli,

approssimativamente gli stessi passaggi.

(a) Si scelga un insieme infinito di domini di valutazione noetheria-

ni che abbiano lo stesso campo dei quozienti e che godano di

particolari proprietà.

(b) Si intersechino i domini di valutazione scelti per ottenere un

dominio D.

(c) Si provi che D è un dominio di Prüfer.

(d) Si provi che D è un dominio almost Dedekind.

Chiaramente la scelta dei DVR da intersecare non può essere arbitra-

ria. Infatti l’anello di funzioni intere è un esempio di dominio di Prüfer

che può essere espresso come intersezione di sopra-anelli di valutazione

noetheriani, ma che non è un dominio almost Dedekind in quanto ha

dimensione infinita.

Per tale motivi, in [19], Loper introduce le seguenti ipotesi:

(h1) K è un campo.

(h2) W = {Vi|i ∈ I} è un insieme non banale di domini di valutazione

noetheriani su K.

(h3) Per ogni i ∈ I, vi è la valutazione di K associata a Vi e Mi è

l’ideale massimale di Vi.
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(h4) D =
⋂
i∈I Vi.

(h5) f(X) ∈ D[X] è un polinomio monico di grado n > 1 tale che, per

ogni i ∈ I e per ogni a ∈ Vi, f(a) è invertibile in Vi.

(h6) Per ogni d ∈ D \ {0}, l’insieme {vi(d)|i ∈ I} è limitato.

(h7) Esiste un elemento t ∈ D tale che t(Vi)(Mi) = Mi(Vi)Mi per ogni

i ∈ I.

(h8) Esiste un insieme U = {u0, u1, . . . , uq} di elementi di D che

costituisce un insieme completo di residui per ogni Vi.

Loper dimostra inoltre che un dominio D definito da (h1), . . ., (h6) è

un almost Dedekind [19, Teorema 5], mentre un dominio D definito

da (h1), . . ., (h8) (che prende il nome di dominio glad) è un almost

Dedekind non noetheriano con tutti i campi residui finiti [19, Corollario

10].

Nella parte restante dell’articolo, Loper fornisce esempi concreti di

domini glad, con particolare interesse alle interzezioni di sopra-anelli

di valutazioni di Int(Z); egli dà infatti le condizioni affinché un sopra-

anello di Int(Z) sia un dominio almost Dedekind non noetheriano.

3. Anelli di funzioni di Kronecker

Un’altra costruzione che appare nella letteratura concerne l’anello di

funzioni di Kronecker. In particolare, se D è un dominio almost Dede-

kind non noetheriano, allora Kr(D), l’anello di funzioni di Kronecker

di D, lo è anche lui. Tuttavia questa tecnica risulta essere un po’

insoddisfacente in quanto si necessita a priori di un dominio almost

Dedekind non noetheriano al fine di costruirne un altro.
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[29] H. Prüfer, Untersuchungen über die Zerlegbarkeit der abzählbaren
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Ogni ringraziamento è una gioia e non un dovere.

85


	Introduzione
	Preliminari
	Prime proprietà dei domini almost Dedekind
	Proprietà ()
	Risultati preliminari sulla proprietà ()
	Domini di Prüfer e proprietà ()

	Fattorizzazione di ideali nei domini almost Dedekind
	Fattorizzazione in ideali radicali
	Fattorizzazione di ideali finitamente generati

	Costruzioni di domini almost Dedekind
	Estensioni infinite
	Unione di una catena di domini di Dedekind
	Unione di una rete di domini almost Dedekind

	Anelli di semigruppo
	Sottosemigruppi di Prüfer di Q0
	Anelli di semigruppo almost Dedekind

	Ulteriori tecniche di costruzione

	Bibliografia

